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Capitulo 1

Introducao

Neste livro estudaremos a existéncia de solugao fraca para o seguinte problema,
—Au = f(x,u) em Q, u =0 sobre 9Q (1.1)

conhecido como problema de Dirichlet ndo linear, onde QQ C RM, (N > 2) é um dominio limi-
tado com fronteira suave e, f : QxR — Réuma func¢do de Carathéodory satisfazendo algumas

condig¢des, em que uma das principais é:

e (H3)Existemu >2er >0 tais que

f
0 < uF(x,t) <tf(x,t) VxeQ, |t| > r, onde F(x,1)= f f(x,2)dz,
0

conhecida como a condi¢cdo de Ambrosetti ¢ Rabinowitz, onde o método utilizado para resolver o
mesmo, serd, o método variacional e usar o Teorema do Passo da Montanha para encontrar um

ponto critico do funcional,

W(u) = f (l [Vul> - F(x, u)) dx, (1.2)
al\2
definido no Espacgo de Sobolev Hé(Q), que é o funcional associado ao problema.

No primeiro capitulo do desenvolvimento do livro, estudaremos o método variacional e pro-
varemos dois lemas de fundamental importancia para o desenvolvimento do livro, no capitulo se-
guinte enunciaremos e demonstraremos dois Teoremas de Deformacao, que serdo uados para a
demonstra¢do do Teorema do Passo da Montanha.

Agora sim, no capitulo seguinte, faremos uma aplicacdo do Teorema do Passo da Montanha, que
serd resolver o problema acima. Terminando o livro com uma generaliza¢do do Teorema principal,
que é o Passo da Montanha, e propondo alguns exercicios cldssicos juntamente com um desafio para

o leito.



Capitulo 2

Existéncia de Solucao fraca para um
problema de Dirichlet nao linear com

condicao de crescimento

2.1 Alguns resultados basicos

Apresentaremos nesta secdo uma sequencia de resultados e defini¢cdes de forma bem simplificada e

direta, para apenas fazer uso futuramente dos mesmos.

Definicdo 1. Uma fungdo f de X em R ¢ dita X-mensurdvel, (ou simplesmente mensurdvel), se para
qualquer numero real a, tem-se

(xeX: f(x)>a}.

Defini¢do 2. Seja Q C RY (N > 1) um dominio limitado e seja f : QxR >R uma fungdo, dizemos

que [ é uma funcdo de Carathéodory, quando f satisfaz as seguintes condicéoes:

1) f(.,s) é mensurdvel em Q para todo s € R fixado,

2) f(x,-) é continua em R para quase todo x € Q.

Defini-se, o operador de Nemytskii Ny, por f, i.e, (Nju) = f(x, u(x)), para toda fun¢do mensurdvel
u : Q — R. E possivel mostrar, que o operador esti bem definido no espago das fungdes mensurdveis

em Q.

Definicao 3. Sejam E e F espagos de Banach e U um aberto em E. Dizemos que uma aplicacdo

Y : U — F é Fréchet-diferencidvel no ponto xy € U se existe um operador linear continuo A : E — F

3



Capitulo 2. Existéncia de Solugao fraca para um problema de Dirichlet ndo linear com condigao de crescimento

tal que
Y(xo + h) = y(xo) + A(h) + r(xo, h),

para todo h, tal que xo + h pertence a uma bola aberta centrada em xy, e contida em U, onde

r(xo, h) = o(||hl]), isto é:
llCxo, W _
h=0 Al

Neste caso A é chamada de derivada de Fréchet de ¥ em xo, a derivada de Fréchet no ponto x,

quando existe, é linica, denotamos por ¥/’ (xo).

Definicdo 4. Se B é um aberto de um espago de Banach X, dizemos que  é de classe C' em B, ou
que ¥ € C'(B,R) quando a derivada de Fréchet de s existe em todo x € B e a aplicacdo ' : B — X’

é continua. Onde X' denotard o dual de X.

Definicao 5. Dado um espaco de Banach X e um funcional  : X — R, dizemos que ¥ possui

derivada de Gateaux no ponto u € X quando existem um funcional linear T € X’ tal que

o Yu+v) —yY(u) — Tov
lim

=0, paratodo v e X.
-0 t

As duas defini¢des seguintes tanto o espago de lebesgue LP(€2) como do espaco de Sobolev
Whr(Q), estdo de uma forma bem simplificada, pois nosso objetivo ndio serd tratar dos mesmo di-
retamente, mas apenas usa-los. Logo ressalto que o leitor que apresente dificuldades em trabalhar

com os espagos citados, pode revisar tais teorias lendo [4].

Definicao 6.
LP(Q) = {u 1 Q — R :ué mensurdvel, f lul? < +oo},
Q
Definicao 7.
1 Ou .
W'P@Q) = (u € LNQ): o= € L'(Q).j = 1....N .
Xj

Onde 577” denota a j-ésima derivada fraca de u, ou seja,
J

7 ou
—dx=—- | —@dx ¥ T(Q).
Luﬁxj x fgﬁxj(’p x Ve Cy(Q)

Quando p =2 e m = 1 escrevemos W(r)" Q) = H(l)(Q). Todo o livro foi desenvolvido sobre H(l)(Q).

Teorema 1. (Desigualdade de Poincaré) Seja Q um aberto limitado do RY. Entdo, existe uma cons-

tante C = C(Q, p) tal que
I/p
lletll oy < C(f [Vul? dx) , Vuce Wé’”(Q), 1 <p<+oo.
Q

4



2.1. Alguns resultados basicos

Teorema 2. Sejam Q um subconjunto limitado do RY (N > 2), Q de classe C" e 1 < p < +oo. Entdo

as imersoes sdo continuas:

i) W(Q) = L(Q), 1< g < 2 = p* semp < N.

ii) WP(Q) — L1(Q), 1 < g < +oosemp = N.

Como consequéncia das imersoes, existe C > 0 tal que
llullzs < Clluellym -

Para todo u € W™P(Q).

Teorema 3. (Desigualdade de Schwarz): Seja (X,{,)) um espaco vetorial com produto interno.

Entao:

16 < Il - iyl

Teorema 4. (Teorema Fundamental do Cdlculo): Sejam G um espaco vetorial normado completo e
f i la,b] — G continua, sdo equivalentes:

i) Se F é uma integral indefinida de f, entdo
F(x) - F(a) = fx f®dt, ¥ x¢€la,b]
ii) Se F é uma primitiva de f, entdo
F'(x) = f(x) ¥V x€[a,b].

Teorema 5. (Teorema de Fubine): Suponhamos que F € L'(Q, x Q). Entdo, para todo x € Q,

F(x,y) € Li(Q) e ( f F(x, y)dy) e LL(Q)).

Q

De maneira andloga, para 'y € Q,,

F(x,y) e L\(Q)) e ( f F(x, y)dy) € Ly(Q).
Q

1

Além disso,

fdxf F(x,y)dy:fdyf F(x,y)dx:ff F(x,y)dxdy.
Q [9) (07} Q Q1xQ)

Teorema 6. (Desigualdade de Holder): Seja f € L(Q) e g € LY(Q), com 117 + é =1e p > 1. Entdo,

fee Q)

f |fg| dx < ||f||Ll7(Q) ||g||L‘i(Q) .
Q

5



Capitulo 2. Existéncia de Solugao fraca para um problema de Dirichlet ndo linear com condigao de crescimento

Teorema 7. Seja (f,) uma sequéncia em LP(Q) e f € LF(Q), tal que || f, — fllppq) — 0. Entdo, existe
uma subsequéncia (f,,) tal que

i) fu () > f(x) q.tp emQ;

i) fnk(x)| <h(x) gq.tp emQ.

Teorema 8. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue): Seja f, uma sequéncia de funcoes
integrdveis. Suponha que

i)fi— f(x) gtp emQ
i) |fu(x)| < g(x) q.tp Q, para alguma funcdo g € L'(Q). Entdo,

fe LI(Q) e |If _f”L‘(Q) — 0.

Teorema 9. Suponha que Q C R¥(N > 1) é um conjunto limitado e 1 < p < q. Se u € L1(Q), entdo

u € LP(Q), e além disso, a imersdo
LI(Q) — L"(Q)
é continua.

Teorema 10. (Imersdo de Sobolev): Sejam Q um dominio suave emRY, m > 0 e 1 < g < +oo. Entdo,

para qualquer j > 0 as imersdes sdo continuas:
i) Sem <5, Wi (Q) o WQ), p<q< g =ph;
i) Sem =15, WH(Q) — W(Q), p<q<+oo.

Teorema 11. (Teorema da Representacdo de Riesz-Fréchet): Seja H um espago de Hilbert, entdo

dado ¢ € H', existe uma unica f € H, tal que
(p,v)=(f,v) Y veEH.
E mais ainda, verifica-se que

A1l =l -

Teorema 12. (Imersdo Compacta de Rellich-Kondrachov): Sejam Q um dominio limitado com fron-

teira suave em RY, j>0,m > 1e 1 < p < +oo. Entdo as imersdes abaixo sdo compactas:

i) Sem <&, Wimr(Q) — WiQ), 1 <q< N]_V,'Z,,, =p
ii) Sem =5, W r(Q) — WP(Q), 1 < g < +oo.

6



2.1. Alguns resultados basicos

Teorema 13. (Critério de Compacidade): Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Um operador
linear T : X — Y é compacto se, e somente se, toda sequéncia limitada (x,) C X tem a propriedade

que a sequéncia (T (x,)) C Y possui uma subsequéncia convergente.

Teorema 14. Sejam X e Y espagos vetoriais normados e T : X — Y um operador linear compacto.

Se (x,) C X verifica
X, — x em X,
entdo,
T(x,) — T(x) em Y.

Lema 1. Seja f: Q X R — R uma fungdo de Carathéodory, e (u,), uma sequéncia de elementos de

M, e Ny operador de Nemytskii definido por f. Entdo,
Nyu, — Nyu em q.t.p

se

u, — u em q.t.p.
Onde M, é o conjunto das fungées u : Q — R mensurdveis.
Definigiio 8. Um campo pseudo-gradiente para y € C'(X,R) é uma aplicagdo localmente lipshitzi-

ana, V:Y — X, onde,

Y={ueX|y'(u+0}, 2.1)
satisfazendo as seguintes condigdes:
D V@Il < 2y’ @)l
2) Y@V > I @I
( Veja a definigdo de ' (u), em 3)
Lema 2. Sob as hipdteses da definicdo acima, existe um campo pseudo-gradiente V para  em Y.
Demonstragdo. Dadou € Y, temos ¢/'(u) #0e

I’ @ll = sup {W' (), w) = lIwll = 1}.

7



Capitulo 2. Existéncia de Solugao fraca para um problema de Dirichlet ndo linear com condigdo de crescimento

Segue da defini¢do de supremo que, dado

"(u
€= M >0,
existe w, € X com |w,||=1 e
W), we) > W' Wl - e
Entao

2
W', wy) > 3 Il @l -
Consideremos a fun¢do v : ¥ — X dada por
3.0
v() = 2 I @l w

e denotando v = v(u), temos
3
vl = 5 [l @ll < 2l @)l . (2.2)
Por outro lado, vem
3
W' w),vy = 3 [l @Il (@' (), wa)
dai
’ 3 ’ 2 7’
W' @), v) > 3 [l @)l 3 [l @l
logo,
W W), v) > I @l .

Como ¢’ € continua, existe uma vizinhanga aberta N, de v em Y tal que

IVl < 21’ Wll, ¥ w e N, (2.3)

W W),y > WP ¥ weN,. (2.4)

Desde que a familia {N,,u € Y} é uma cobertura aberta de Y, como Y é métrico, logo, é paracom-
pacto, (ver [5]), podemos refinar a cobertura N, por uma cobertura aberta localmente finita, em outras

palavras, existe um refinamento localmente finito N,, de Y. No que segue, considerando

P:(u) = dist (u’ (Nu,)E) , Yuey,

Vay =Y Lﬂvi Vuey 2.5)

onde

Vi = % ||W(Mi)|| Wy,

8



2.1. Alguns resultados basicos

Sendo N,, localmente finita, dai, cada u € Y, s6 pertence apenas a um nimero finito de N,,. Logo
as somas definidas em (2.5) sdo finitas, pois p; se anula fora de N,,. Assim V(«) ¢ uma combinacdo

convexa dos vetores v;.s, que verificam

vill <21’ @I, ¥ u € Ny,

W@, vy > W @I, YueN,.

Logo, dadou € Y, vem

pi(u) p1(u) on(u)
V(u) = = n
= Zz, PR T RS vy m
implicando
P1(w) Pn(1)
14 et = vl
V@l < S )II vill + ...+ S 0 [vall
Portanto
pi(u)
\4 il = i i
V@Il < E T )II vill = S0 ]() § pi) [vill .

Sendo as somas acima finitas para cada u, segue que

V@Il < 211y’ @l

2
W), V) > Iy Wl .
Vamos mostrar agora que, V é localmente Lipschitziana, para isso, basta mostrarmos que a parcela

pi(w)
Z, 10

€ localmente Lipschitziana. Note que para cada i, [|v;|| € constante, vamos mostrar que no caso de duas

parcelas a fun¢éo
p1(u)
p1() + pa(u)
é localmente Lipschitziana. Para tanto, Considerando z arbitrario tal que u, v € U,, temos

g(u) =

p  piV)
p1w) + p2(w)  p1(v) + pa(v)’

gw) —g(v) =

de onde segue

p1Wp1(v) + p1(w)p2(v) — p1)p1(v) — p1(V)pa(u)
a

g(u) - g(v) =

onde

a = [pi(uw) + pW)] . [p1(v) + p2 (V)] .

9



Capitulo 2. Existéncia de Solugao fraca para um problema de Dirichlet ndo linear com condigdo de crescimento

Entao
p1(w)p2(v) — p1(v)pa (1) .
a

gu) —g(v) =
Assim, somando e subtraindo p;(v)p,(v) no numerador da fragdo acima, obtemos

P2 [p1(w) — p1(v)] . P1() [02(v) = p2(w)]

a 2

gw) —g(v) =

e ainda

2200wy = i) + 22
a a

lg(w) — g < lo2(v) — p2 ()] -

Ora, sendo p1, p, fungdes Lipschitzianas, temos que existem, K1, K, > 0 tais que
lo1() = p1WI < Ky llu = Il e lo2(v) — p2(w)] < Ky [Ju — vl

Portanto

pz_(V)Kl p1(v)

lg() — gl < llu = vl + ——= Kz [lu = ]|
a a

Desde que p; (&) + p2(u) > 0, existe a > 0 tal que p;(u) + p2(u) > a > 0, como py, p,, sdo funcdes

continuas, logo existe uma vizinhanca U, de u tal que

p1(V)+p2(v) >a VYvel..

Com isso
1 1
lg(u) — gl < =Ky llu — vl + =K |lu = v,
a a
pois,
p1(v) < 02(v)
PIM + o2 T T o)+ pa(v) T
Logo

1
18G) = gW)l < — (Ky + Ko} u =Vl Y u.v e V..

Mostrando assim que g é localmente lipschitziana. Concluindo assim que V é um campo vetorial

pseudo-gradiente para ¢ em Y. O

2.2 Método Variacional a um problema de Dirichlet nao linear
Seja o seguinte problema de Dirichlet ndo linear
—Au = f(x,u) em Q, u=0 sobre 90Q (2.6)

Onde Q c RY, (N > 2) é um dominio limitado com fronteira suave e, f : QxR — R éuma

fun¢do de Carathéodory satisfazendo a seguinte condi¢do de crescimento:

10



2.2. Método Variacional a um problema de Dirichlet nao linear

e (H)3Jc,d>0 e OSO’<8§Z; se N>3 [0<o <o se N=1,2]

tais que

Ifx, Dl <clt]” +d.

Estamos interessados em encontrar solucdes fracas do problema acima, isto é, funcdes u € Hé(Q),

tais que

f [Vu.Vv - fx,upv]dx =0 Vv e Hy(Q). 2.7
Q

Para isso, lembrando que o método variacional consiste em associar ao problema acima um fun-
cional, de tal modo que pontos criticos do funcional sejam soluc¢des fracas do problema. O candidato

natural a funcional associado ao problema (4.1), é dado por ¥ : H(I,(Q) — R, tal que

) = - f IVuf? - f F(x.u).
2 Q Q

Assim, esta solugdo fraca serd ponto critico do funcional ¢ : Hé(Q) — R se, e somente se, este

funcional satisfizer
HAONE f VuVv — f fO,uyv Yve Hy(Q).
Q Q

O lema abaixo, confirmard que, de fato, este € o funcional associado ao problema (4.1).

Lema 3. Suponha que f : QxR 5> R satisfaz as condigoes de Carathéodory e a condig¢do de

crescimento (Hy). Entdo o funcional
1 2 1
Y(u) = N 3 [Vul” — F(x,u)|dx, ue€ HyQ),
estd bem definido e, de fato, Y € C 1 (Hé Q), R) com
W ).y = f [Vu.Vv — f(x,uy]dx Yu,v € Hy(Q). (2.8)
Q

Onde
F(x,n) = f f(x,2)dz.
0

Portanto, u € Hé(Q) é uma solugdo fraca do problema (4.1) se, e somente se, u é um ponto critico de

W

Demonstragdo. Vamos sempre considerar o espaco Hé(Q) munido da norma

1
2
lull = ( f |Vuf* dx)
Q
11



Capitulo 2. Existéncia de Solucéo fraca para um problema de Dirichlet ndo linear com condig¢ao de crescimento

a qual ¢ equivalente a norma usual do espago Hy (),

lluell = (f(u2 + IVulz)dX) ;
Q

onde verifica-se pela desigualdade de Poincaré (ver Teorema 1).

ol

Vamos primeiramente mostrar que sob a condi¢do (H1), temos que ¢ estd bem definido. Para isso,

vamos escrever,
1
() = = f Vul? dx e yr(u) = f F(x,u)dx.
2 Q Q
Note que,

1 1
vi(w) = = f IVul® dx = = |lull* < +oo,
2 Jo 2

pois, u € H(l)(Q). Agora para concluimos que i estd bem definido, basta mostrarmos que ¥, também

¢ finito. Vamos comegar mostrando a seguinte desigualdade

|t|0'+1

+2
0_+1,0nde 0<o< ) eN > 2. 2.9)

|[F(x,0)| <d|t|+ ¢

Para isso vamos analisar dois casos: Caso (a) t > 0, por (H,) temos

o+1 c |t|u'+1

s s !
!
|F(x,t)|sf|f(x,z)|dzsdf dz+cf|zl”dz=dt+ ¢ l:0l|t|+
0 0 0

o+ o+1

Caso (b) < 0, segue

s
|F(x,0)| = f fx,2)dz| = ’— ff(x,z)dz < f |f(x,2) dz,
0 t t
logo,
0
|F(x, 1) Sdf dz+cf0|z|‘rdz
t t
ou seja,
|t|0'+l
|[F(x,nl <d(-t)—c )
o+ 1
concluimos,
|t|a'+l
[F(x,0)| <d|t| + c——.
o+ 1

Consequentemente (2.9), vale. Como u € H(l)(Q), temos

IlﬂzISfIF(x,t)IdeqquIdx+C4f|u|‘r+1dx<+o<>
Q Q Q

por causa da imersdo continua Hé(Q) — L7*Y(Q), (Ver a desigualdade do Teorema 2, tem i), onde
o + 1 €[1,2*]. Portanto ¢ estd bem definido.

Vamos provar agora que ¢ € C' (Hé (), R) com
W (v = f VuVvdx — f Fx,uyvdx, u,v € Hy(Q).
Q Q

12



2.2. Método Variacional a um problema de Dirichlet n&o linear

Dividiremos estd prova em dois casos:

1° caso: N > 2.

Seja,
=5 [ ar = 5 e
l//1—2 , ul” dix = 5 Cu, ).

Vamos mostrar que ¢ é Fréchet Difencidvel com derivada continua. Para isso, (ver as defini¢des 3, 4

e 5). Inicialmente vamos calcular a derivada de Gateux de ¢,. Temos

oy, @+ hv) = (w)
it o R e—
Logo,
oy, %(u+hv,u+hv}—%(u,u)
B @ = 7

daf obtemos
Y ) 1
T (u) =1 —h = .
5y (W) = lim [(u,w +3h o V>] (u, v)
Esta derivada de Gateux, € a candidata natural a derivada de Fréchet. Dai, nosso objetivo € mostrar

que,
r(v)
Wi=0 |[v]|

onde, r1(v) = ¥ (u +v) — ¢ (u) — (u, v), para podermos concluir que, de fato, esta derivada de Gateux

¢ a de Fréchet. A partir dai, temos

) ) = ) k) — ) — )

Ivil—0 [Ivl| V=0 [V

0 que nos da,

2
i DY) — U@ ey TP

= = vl = 0.
[0 lIvll W0 2 ]| Iwli—0 2

Isto mostra de y; € Fréchet Diferencidvel em Hé (Q), com

Yi().v = (u,v)

e consequentemente i, € continua. Vamos mostrar agora a continuidade de |, para podermos con-
cluir que y, € C! (H(')(Q),R). Consideremos {u,} C H}(Q), com u, — u em H}(Q) quando n — 0.
Mostraremos que

Y () — i (w) em (Hy(Q))
ou equivalentemente

[ACARZAC]
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Capitulo 2. Existéncia de Solugao fraca para um problema de Dirichlet ndo linear com condigdo de crescimento

Por definicéo segue
(ACHRTAC sup (w1 ) — i) v
V<
Note que

|4 ) = @i @) V| = [0 )y = W @)v] = Kt v) = ()] = Kty = 1, v)]

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (Ver Teorema 3), temos

|4 @) = 1)) V] < Moty = all W1 < Tt = ],

pois |[v|| < 1. E agora pela defini¢do de supremo, obtemos
Sup | ) = U 00) | < Ny
V<1

Portanto
n—oo

(ZACARZAC]

Logo, ¢} ¢ continua. De onde concluimos que y; € C' (Hé(Q), R).

Vamos prosseguir de maneira andloga para

wz(u):fF(x,u)dx, onde F(x,t):ff(x,z)dz.
Q 0

Mostraremos entdo que ¥, é Fréchet Diferencidvel com derivada continua, para assim concluimos

que, de fato, y ¢ de classe C'. Seja u € Hj(Q) fixado e para cada v € H}(Q), consideremos

r(v) = v(u+v) — () — ff(x, u)vdx. (2.10)
Q

Precisamos mostrar que
ri(v)
=0

114/

im
[vI—0

ou seja, Ve > 0 existe § > 0 tal que

VIl <6 = |rnMI < el (2.11)

de (2.10) vem
ny) = f(F(x, u+v)—F(x,u))dx — ff(x, u)vdx.
Q Q

Segue do Teorema fundamental do Calculo (Ver Teorma 4), que
" d

F(x,u+v)—F(x,u)=f d—F(x,u+zv)dz. (2.12)
0 Z

Note que
dF(x + 2v) df]f(x + zv).v
- s U = s U Vs
dz ¢ dz 0 ¢
14



2.2. Método Variacional a um problema de Dirichlet nao linear

ou seja,

iF(x, u+zv) = f(x,u+zv).v,
dz

passando a integral com limites de integracdo de O a 1, na igualdade acima, obtemos

1 d 1
f —F(x,u+zv)dz = f f(x,u+ zv).vdz.
0 dz 0

Portanto, de (2.12) e da defini¢do de r(v), vem

1
rl(v)=f[f f(x,u+zv)vdz] dx—ff(x, u)yvdx
alJo o)

daf
n) = L[\f; (f(x, u+2v) = f(x, u)).vdz] dx
entdo
[rw)] < L []0‘1 [(fCe,u+ zv) = f(x,u) vldz] dx. (2.13)
2N

Seja, g =2"=F er =

2. onde é +1 = 1. Como v € H)(Q), entdo pela imersdo continua de

Sobolev Hé(Q) — LI(Q), (Ver Teorema 2, item i), temos v € L1(Q).
Vamos agora mostrar que f(-, u(-)) € L'(Q). veja, desde que f satisfaz a condi¢do de crescimento

(H,), temos

f Lf(x,w)| dx < f [d+clul] dx < kf [id" + lc|" . |ul”"] dx,
Q Q Q

onde k > 0. Dai,

f IfC,wl"dx < M|Q| + ¢ f [ul”" dx. (2.14)
Q Q
Agora basta mostrarmos que a ultima integral € finita. Notemos que a condi¢@o de crescimento (H),
é valida também para 1 < o~ < £2, com N > 2. Agora,

1<o< = 1l<r<or<?2, comN > 2.

Sejau € H(l)(Q). Usando a imersao continua de Sobolev H(l)(Q) — L7"(Q), (Ver Teorema 2, item 1),

f [u|]”" dx < +oo.
Q

fIf(x, u)|" dx < +o0.
Q

mostrando assim que, f(-, u(-)) € L"(Q). Em (2.13) aplicando o Teorema de Fubini (Ver Teorema 5),

obtemos que u € L7"(Q2), o que implica

logo de (2.14) temos,

obtemos,

1
o)l < f [ f I(f G+ 2v) = f(x,w) vl x| dz.
0 Q

15



Capitulo 2. Existéncia de Solucéo fraca para um problema de Dirichlet ndo linear com condigao de crescimento

Agora, usando Holder, (Ver Teorema 6) segue
1
() < f 1fCou+zv) = fC, M)”Lr(g) . ”v”[ﬂ(Q) dz (2.15)
0
Afirmacéo 1: Vale a convergéncia
fCoutzv) — fCou) em LHQ)

uniformemente para z € [0,1],Y x € Q quando v — 0 em Hé(Q). Note que esta afirmacéo é
equivalente a

fCou+zv,) — fCou) em L7 ()

uniformemente para z € [0, 1,V x € Q com v, — 0 em H&(Q) quando n — +oo.
Demonstracao da afirmacao 1: Consideremos (v,) C Hé (Q),comv, — Oem Hg(Q). Segue da

imersdo continua de Sobolev H({ (Q) — L#(Q), (Ver Teorema 2, item 1), que existe K > 0;

Wall 4 gy < K all

dai, se v, — 0 em H,(€), entdo

v, — 0 em L#(Q). (2.16)

Logo, (Ver Teorema 7), existe uma subsequéncia de (v,), que ainda denotaremos por, (v,) e g € L7 (Q)

tal que
va(x)| < g(x) q.t.p x€Q,
e
v, — 0 q.tp x € Q.

Dai,

[+ 20,)(0)] < (Jul + ©)(X) qLp x€Q, ¥z €[0,1] @.17)
e

(u+ zv)(x) — u(x) q.t.p x € Q. (2.18)

Agora, usando o fato de f ser uma fun¢do de Caracthéodory, juntamente com o (lema 1), e (2.18),

temos

SO (u+ z2v)(x) — f(x,u(x) q.tp x €L,

ou seja,

(X, (1 + 2v,)(0) = f(x, u(x)|F — 0 q.tp x € Q.

16



2.2. Método Variacional a um problema de Dirichlet nao linear

Além disso, usando a condi¢do de crescimento (H,), e a limitagdo uniforme em (2.17) e o fato de Q

ser limitado, resulta que existe uma fungio J € L'(Q) tal que
G (u+ 20)() = fOsu()I < J,
de onde segue usando o Teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue (Ver Teorema 8), que
lim ( fg £ Cx, e + 2v,)(0)) = Fxu(x))|? dX) =0.

Observacdo: mostramos que dado (v,), com v, — 0 em Htl) (Q) quando n — +oo, existe uma

(uy,) C (u,) satisfazendo

lim ( f | £, 1+ 20)(0) = Fx, u(x)| dx) - 0. (2.19)
n—eo Q

Vamos supor que ndo ocorra a convergéncia uniforme. Ento, existem ¢ > 0 e z,, € [0, 1] tal que

[ £C. @+ 209 )C) = FCuE)|, 2,0 = €00 ¥ e €N (2.20)

L (Q)
Vamos prosseguir com os mesmos argumentos desde de (2.16) até (2.19). Considerando uma (v,) C
H(}(Q), com v, — 0, em particular, v,, — 0 temos novamente da imersdo continua de Sobolev

Hé Q) — L%(Q) (Ver Teorema 2 item i), que
Vo, — 0 em L7 (Q). (.21

logo, (Ver Teorema 7), temos que existem, uma (v,,,) C (v, ) e g € Lg(Q) tal que

Vi (X)| <g(x) qtp xeQ,

e
Vi — 0 q.tp x €Q.
Dai
|+ 20 Vi )| < (el + g())(X) qtp x € Q, z,, €10, 1]. (2.22)
e
(U + 2y, Vi, J(X) — u(x) q.tp x € Q. (2.23)

Novamente, usando o fato de f ser uma fungdo de Caracthéodory, juntamente com o (lema 1,) e
(2.23), temos

SO U+ 2y, v, (X)) — fox,u(x)) qtp x € Q.
Ou seja,

£ 4 20,9 ) = fOr U] — 0 q.tp x € Q.

17



Capitulo 2. Existéncia de Solugao fraca para um problema de Dirichlet ndo linear com condigdo de crescimento

Agora usando a condi¢do de Crescimento (H,), a limitacdo uniforme em (2.22) e o fato de Q ser

limitado, resulta que existe uma fungio J; € L!(Q) tal que

q
T S-Il,

| FCx, @+ 2y Vi )(3)) = f(x, u(x))
e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, (Ver Teorema 8,) temos
n—+oo

i (f | 0+ 2 v YD) = )| dx) =0,
Q

ou seja,

[1£Co @+ Zag v YO) = fCou))|

Lhq <€ Y np > ng
o que contradiz (2.20). Assim concluimos a demonstracio da afirmacao 1.
A afirmacao 1 significa que, dado € > 0 existe um ¢ > 0 tal que
M < 8= I1fCou+2) = FCwll 2 ) < €

q

uniformemente em z € [0,1]. Como 1 < r < 2e Q ¢ limitado, (Ver Teorema 9, Apéndice), Vale a

seguinte imersao continua

L7(Q) — L'(Q).
Dai, usando a desigualdade da imersao, vem
Ml <= IfCu+zv) = fC W@ < Ce, (2.24)
uniformemente em z € [0, 1]. Substituindo (2.24) em (2.15), temos
lrWI < Ce.[vllze ().

Assim, pela imersdo continua Hé Q) — L1(Q), pois g = 27, (Ver Teorema 2, item i Apéndice), resulta
em

lr)| < Ciellvll, sempre que [Vl <4,
mostrando (2.11). Concluido assim que o funcional i, € Fréchet Diferencidvel, com
AONE f fx,uyvdx, ¥ ue H) Q).
Q

Agora vamos mostrar que ¥, € continuo. Considere (v,) C H(l)(Q), com v, —0em Hé(Q). Como

no item anterior, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, (Ver Teorema 8), vem

n—oo

lim (f |f(x, (u + 2v,) (%) — f(x, u(x))Ig dx) =0.
Q

18



2.2. Método Variacional a um problema de Dirichlet n&o linear

Sendo 1 <r < g e Q € limitado, (Ver Teorema 9), temos a imersdo continua
L#(Q) — L'(Q).
Dai, existe K > 0 ;
1S (e, (e + 2va) (X)) = f(x, u())lprey < K ALFCx, (4 2va)(0)) = O u() ¢ )

entao

L7, (@t + 2, (X)) = F (& u)l ) —> O quando v, — 0 em Hy(Q)

por outro lado, sabemos que
[lwhtu +v) - wé(u)H(H(‘)(Q))’ = sup |+ vi) = s (w)) v (2.25)
vlI<1

Note agora que

|+ v,) — W) | = | fﬂ [, (u + z20,)(x)) = f(x, u(x))] vdx
dai

|(lp'2(u +v,) — Y5 (w)) .v| < f |[f(x, (e + z2v,)(x) — fx, u(x))] v| dx.

Q

Usando Holder, (Ver Teorema 6), segue

fﬂ | Cx, e+ 2v)(0) = fCx, uC)] V] dx < N1f G, @+ 20,)(0) = £, u), - IV, -

e agora usando a imersdo continua de Sobolev, H(l)(Q) — L1(Q), (Ver Teorema 2, item i), vem

que existe um K > 0 tal que

I Ce, (e + 2v) () = fCe uCO), - VIl < KLF(x, e+ 2va)(0) = f e uC) - V-

Como

£, (@t + 2v,) (X)) = X u)ll gy — O quando v, — 0 em Hy(€)

resulta que, também

I/ Cx, (e + z2v) (X)) = fCx, uCO), - [Vlly — 0.

Entao

(A +v,) = w5 @) v — 0,
e combinando com (2.25), temos
(VACERBEAD)| ey = 0
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Capitulo 2. Existéncia de Solugao fraca para um problema de Dirichlet néo linear com condigdo de crescimento

Isto mostra que 5, € continuo para N > 2. Logo ¥, € C'(H}(Q),R). 2° Caso: N = 2.
Neste caso basta prosseguir de maneira andloga ao primeiro caso, fazendo apenas algumas modifica¢des

que listaremos: Primeiramente, substituamos a imersao continua
H)(Q) = LYQ), onde g =27

(Ver Teorema 2, item i), pela imersdo

Hy(Q) — LYQ), com 1 <g< oo
(Ver Teorema 2, item ii). Em seguida, usando a imersdo acima, mostra-se que

fCow) € LF(Q),

onde - € o conjugado de 7, e

fx,u+2z2v) — f(x,u) em Lﬁ(Q)
uniformemente em s € [0, 1]. Unindo os dois casos, mostra-se que ¢ € C' (H& (Q),R), com

W)y = f [Vu.Vv — f(x,uyv]dx Vu,v € Hy(Q).
Q
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Capitulo 3

Os Teoremas de Deformacao e o Teorema do

Passo da montanha

3.1 Os Teoremas de Deformacao

Definicdo 9. Seja  : X — R um funcional de classe C' num espago de Banach X. Dizemos que
c € R é um valor critico de ¢ se y(u) = ¢ para algum ponto critico u € X. O conjunto de todos os

pontos criticos no nivel c serd designado por K., isto é,

Ko={ueX|y'w) =0, g =c}. (3.1)

Também, designamos por Y o conjunto de todos os pontos u, em niveis menores ou iguais a c,

isto é,

Ye={ueX|y@)<ch. (3.2)

Um ingrediente fundamental para os métodos topolégicos que consideraremos é o chamado Teo-
rema de Deformacdo. A grosso modo, ele nos diz quando e como podemos deformar um funcional

no nivel ' em Y nivel, para c; > ¢; ou ¢; < ¢s.

Teorema 15. (Teorema de Deformacdo): Seja  : X — R um funcional de classe C' no Espago de

Banach X. Suponha que S C X, c € R e €, > 0 sdo tais que

4
' ()| = f (33)

para todo u € Y~ ([c—2€, c+2€]) NS 1. Entdo existe n € C([0,1]1x X, X) tal que, para todo u € X

et €|0,1], tem-se:
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Capitulo 3. Os Teoremas de Deformagéo e o Teorema do Passo da montanha

i) 7(0,u) = u,

i) n(r,u) = useu ¢ Yy ([c—2€,c+2€) NS,

iii) n(L,y** N S)cy NS,

Onde, dados um subconjunto S € X e d > 0, S5 designa a vizinhanca fechada de S, definida por:
Ss=1{uecX:dist(u,s) <8}.

Demonstragdo. Consideremos os seguintes subconjuntos de X:

A=y ([c—2€e,c+2€]) N Sas

B:(V' ([c—€,c+e])NSs.
Pelo lema 2, existe um campo pseudo-gradiente V para ¢ em Y, onde
Y={ueX:y(u+0}.
Pela defini¢do do conjunto A, temos que, A C Y. De fato, por (3.3), temos,
Il ()| = %6 >0, Yu e A.

logo, ¥/ (1) # 0, mostrando que A C Y. Considerando a aplica¢do p : X — R localmente lipschitziana

definida por .
dist(u, A°)
o) = —— -
dist(u, A) + dist(u, B)

e notemos que p estd bem definida. Veja, supondo por absurdo que

(3.4)

dist(u, X — A) + dist(u, B) = 0.

Entdo existem, z, € (X — A) e v, € B, tais que

Zp > U, V, > U

Segue da definigdo de A, que

lﬁ(zn) > c+2€ ou l//(Zn) <c-— 26’

entao

Y(u) > c+2€ ou Y(u) <c—2e.
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3.1. Os Teoremas de Deformagéo

Por outro lado, temos pela defini¢do de B, que
c—e<yY(v) <c+e,

passando o limite, vem

c—esyYyw)<c+e.

Que € um absurdo. Portando p esta bem definida. Temos
p(w) =1 em B, p(u) =0 em A° (3.5)
e notemos ainda pela defini¢do de p que,
0<pm)<1 em X. 3.6)

Se f : X — X é uma aplicacdo definida por,

_ P
fu) = vl V(u) se ue A 3.7
e
f(w)=0 se ueA” (3.8)

temos que f é localmente lipschitziana, (Ver Lema 4). Como ||f(u)|| < 1 para cada u € X, com isso,

o problema de Cauchy, que denotamos por (PC),

d
%(z) = fon(®), wi(0) = u (3.9)

possui uma tunica solugéo, (Ver [1]), a qual denotaremos por w(t, u), sendo definida para todo ¢ > 0.

No que segue, considerando a aplica¢do

n:[0,1]xX - X,

definida por
n(t, u) = w(dt, u). (3.10)
Assim
n(0,u) = w(0,u) = u 3.11)
isto é
1n(0,u) = u quando =0 (3.12)

mostrando (i). Seja u € A° e defina w;(#) = u. Note que pela defini¢do de f segue,

Joi(®) = 0= wi(®) =0, pois f(wi(1) =w\(®)
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Capitulo 3. Os Teoremas de Deformacéo e o Teorema do Passo da montanha

ou ainda, se u € A¢, tem-se f(u) = 0. Dai,

dWl

7(1‘) = fwi(®), wi(0) =u (3.13)
logo, pela unicidade da solucdo do (PC), devemos ter,

wi(f) = w(t,u) = u, para quaisquer u € A, t € [0, 1],

e por consequéncia,

n(t,u) =u, Yu e A, Yr € [0, 1].

O que mostra (ii). Agora, observe que para t > 0,
" d
w(t,u) —w(0,u) = f —w(r,w)dr
0 dT

assim,

" d
[lw(t, u) — w0, w)l| = ”f d_(W(T’ u))dr
0 T
e ainda,
[lw(t, u) — w0, w)|| < f lf (w(z, w)l| dr
0

o que implica pela defini¢do de f,

" lloOw(z, w)l|
[w(t, ) —ull < A m [IV(w(r, w)|ldr
[lw(t, u) — ul| < f ldr =1t (3.14)
0

0 que mostra que se u € S, entdo

w(t,u)c Ss Y t€[0,0]
isto é,
w(t,S)=nS)cSs ¥ te[0,1]. 3.15)

Note também que para cada 1 € X fixado, a funcgio 7 — ¥(w(z, u)) € ndo-crescente, pois,
d ’ /
7P ) = (wt, w).w'(t, u)

d
) = ¥ (w(t, u)-f (w(t, u)

—p(w(t, u)V(w(t, u))
IV(w(z, )l

d ’
T 10) = U (w1, 0).
t
e pela defini¢do de campo pseudo-gradiente temos,

—p(w(t, ). 110 (w(t, )|
<0. 3.16
Vore )l : (3.16)

24
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3.1. Os Teoremas de Deformacéo

Seja agora, u € ("€ N S) temos os dois casos.

Caso (a): Se Y(w(7,u)) < ¢ — € Paraalgum 7 € [0,5) tem-se

Y1, u)) = Y(w(S,u)) < y(w(t,u)) <c—e

pois, ¥ (w(:, u)) é decrescente, donde segue,

w(8, u) € Y ¢,
por outro lado de (3.14)
lw(6, u) — ull <6,
assim,
w(o,u) € Ss

implicando que

w(o,u) € (YN S5)
segue da definicao de 77, que
n(lu) € W NS,)
e portanto
Ny NSy c ™ NS,)

Caso (b): Note que V ¢ € [0, 4], temos

Yyw(t,u)) < ywO,u)) =y(u) <c+e

o que implica

Yyw(t,u)) < c+e.

Supondo que
wit,w) e B=y ([c—e,c+e)NSs Viel0,6],

uma vez que )
d
YOS, 1)) — () = f Sy On(s Wy,
0
ou seja
d
YOV, 1)) = () + f Sy On(s W),
0
seque da definicdo (8) e (3.16) que

1
Yw(6, u) < Y(u) - zflll//'(W(h w))ll dt. (3.17)
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Capitulo 3. Os Teoremas de Deformacéo e o Teorema do Passo da montanha

De fato, lembrando que

IVOr@@, w)lix < 21wz, w)lly »

daf
el I wie w)if
2l (e, )l = IV Ow(, w)ll

agora integrando de 0 a 6, obtemos

Iy Gwa, w1 _1f ,
=) Wosa a4 77 ), W@ w)lldr,

de (3.16) e pelo fato de p = 1 em B, temos

d I vt )P
f @V S = ) e

portanto

61 t,u))dt < lf "(w(t dt
fodtw(W(,u)) <72, [l (w(z, w)l| dt,

e ainda
d 1 ,
W6, ) = Y(u) + f Sy On(t, )t < Y(0) - 5 f W ot ) i,
0 0
o que mostra (3.17). Como queriamos demonstrar. De (3.3) e de ¥/(u) < ¢ + €, e usando (3.17), vem
1 4e 1 4e
< - —.—dt = ——.—d6=c—-=e
y(w(,u)) <c+e 1:26 c+e 266 c—¢€
Portanto, em qualquer dos casos (a) ou (b), mostramos que
n(Lu)=w,u) e W NS;) se ue@W*nSs).
Mostrando (iii). Isto encerra a demostracdo do Teorema 15 de Deformacao. O

Lema 4. A funcdo f da demonstracdo do Teorema de Deformagdo 15, é localmente Lipschitziana.

Demonstracdo. Veja,

o) V) p(u)

- V
VOl e’ ™

fa) = fv) =

dai

PV V() — p) VOl V()
V@ Iivol

fa) = fv) =

com isso, somando e subtraindo no numerador da fracio acima, p(u) [|V()|| V(v) e p(u) [[V(W)|| V(v),

obtemos

1
f@) = fO) = (V@I V) () = p) + pe) VO (V) = V) +
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3.1. Os Teoremas de Deformagéo

p@VE) IVl - (V@ID).

onde
o = IV@IIVO.
Logo,
1£G) = FOI < lo) — pla] + 222 () = V)
V@i
IV = VO,

Sendo p e V localmente Lipschitzianas, existem K, K, > 0 e z arbitrdrio tal que u, v € U, satisfa-

zendo
1f @) — fFOIl < Ky |lv —ull + v( ))”Kz [lv = ull
L P B
v
logo,

1) - FO)l < (Kl " ”V(( ))” 2) v — .

Usando a continuidade da fun¢do p e V, podemos concluir que f é localmente Lipschitziana. 0O
Seja X um espaco de Banach e ¢ : X — R um funcional de classe C'.

Definicao 10. Dizemos que (u,) C X, é uma sequéncia Palais-Smale-(PS), no nivel c, denotada por

(PS). quando
Yuy) — ¢ e ' (u,) = 0.

Definicao 11. Dizemos que y, verifica a condicdo de (PS), quando toda sequéncia (PS). para c € R,

admite uma subsequéncia que converge forte em X, isto é,

Y(un) = c e ¥'(u) — 0,

existem (u,,) C (u,) e uy € X tal que

Uy, — Uy em X.
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Defini¢ao 12. (Teorema de Deformacdo): Suponha que € C' (X, R) satisfaz a condigdo (PS). Se c €
R ndo é um valor critico de y entdo, para todo € suficientemente pequeno, existe n € C ([0, 1] X X, X)

tal que (para qualqueru e X et € [0,1]) :

i) n(0,u) = u,

ii) n(t,u) = u se u ¢ Y~ '([c - 2€, ¢ + 2€)),

iii) 7(1,y°) € e,

Demonstragcdo. Uma vez que por hip6tese ¢ ndo € valor critico de ¢, existem «, 8 > 0 tais que,
se uey ™ ([c-2a,c+2a]) = W W =B,

pois caso contrdrio, para quaisquer «, 8 > 0 existird

Uap €Y' ([c = 2a,c+2a]) com ||y (uep)|| < B-

Considerando
1
a=—, =— ¢ u,=1u 5
n ﬂ n n n Pin
temos
1 1 , 1
c——<Yu)<c+— e |l <-.
n n n
Dai

Y(u,) — ¢ e ¥'(u,) — 0,

quando n — oo.

Como ¥ verifica a condigdo (PS), existe uma subsequéncia (u,,) C (u,) tal que
Uy, — U
Desde que ¢ € C!(X,R), temos
Y(un) — Y) e ' (uy) — ¥'(w),
portanto, pela unicidade do limite segue
Y(uw)=c e ') =0.

Logo, ¢ € um valor critico de i, contradizendo a hipétese. Dai, usando o Teorema 15 de Deformacio,
comX =S§,e€(0,a] fixadoed = %‘, concluimos a demonstra¢éo do Teorema 12 de Deformagao.

0
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3.2 O Teorema do Passo da Montanha

Vamos agora apresentar uma primeira ilustracdo do método minimax, a qual tem provado ser uma
ferramenta poderosa na abordagem de muitos problemas ndo-lineares em equagdes diferenciais, o

chamado Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz.

Teorema 16. (Teorema do Passo da Montanha): Seja X um espago de Banach e seja € C'(X,R)

um funcional satisfazendo a condi¢do de Palais-Smale (PS) [ ou (PS).]. Suponha que, se

ecX e O<r<|el (3.18)
sdo tais que
a = max {y(0),y(e)} < inf y(u) = b, (3.19)
Entdo
¢ = inf sup Y (y(1)) (3.20)
Yel efon)

é um valor critico de y com ¢ > b. Onde
I' = {y € C([0, 11, X) tal que y(0) = 0, (1) = ¢}
é a classe de caminhos ligando 0 a e.

Demonstragdo. Seja

¢ = inf max ¥ (y(t)) (3.21)

yel' 1e[0,1]

Afirmamos que ¢ estd bem definido. pois, sendo ¢ € C'(X,R) e y € C([0, 1], X), segue que oy é
uma aplicac@o continua, e sendo [0, 1] um conjunto compacto, temos que i o y possui em [0, 1], um
méximo, e por isso trocamos o supremo por maximo em (3.20) pois, como ([0, 1]) é compacto em

X, entdo Y(y(t)) também é compacto. Notemos que,
y(0,1) N B, # 0 (322)
para qualquer y € I, pois y(0) =0 e y(1) = e e 0 < r <|e|| por hipdtese. Portanto,
max y(y(1) = b = infy, pois,

pela definicao de b, temos

b<yu), YuelX; |lul|l=r.

considerando a fungdo

g:[0,1]1-R (3.23)
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definida por,
11— g@) = y®ll Vi €0,1] (3.24)

seque-se que g é continua, note que:
8(0) = llyO)ll = 110ll = 0, g(1) = [ly(DIl = llell > r (3.25)

isto é, g(0) < r < g(1), entdo pelo teorema do valor intermedidrio existe 7, em (0, 1) tal que,

8(to) = ly(@o)ll = r.

logo existe uy = y(ty) € X, tal que ||upl| = r, assim, b < Y(uy) e

Wlt) = Py(t)) < max (v (1)

implicando que

b < max y(y(1))

1e[0,1]
sendo y € I arbitrarios, temos

b < ¢ < maxy(y().

Agora suponha que ¢ ndo é um valor critico de ¢. Entdo pelo Teorema 12 de Deformacio, para,

(b-a

O<e<

, existe 7€ C([0,1] x X, X) (3.26)
tal que,
ii) 7(t,u) = u seu ¢ v '([c - 2¢,c + 2€)),
iii) (1Y) Y,
Agora, pela defini¢do de ¢, como um infimo sobre I', podemos escolher um y, € I tal que,
¢ < max U(yo(t)) <c+e. (3.27)

Considere o caminho ¥(¢) = n(1,y(¢)). Por (ii) e pelo fato que 2¢€ < b — a, segue-se que ¥ € I, pois,

$0)=n(1,0)=0 e (D) =n(l,e) = ¢ (3.28)
uma vez que
Y(0),¥(e) <a<b-2e. (3.29)
De (3.27) seque,
Yo(t) € Y€ (3.30)
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3.2. O Teorema do Passo da Montanha

De (iii) e (3.30) temos,
Fo®) = n(1,yo(1) € Y, Y1 € [0, 1],

ou seja
YHo@®) <c—€ V€ [0,1],

logo

max y(§o(1) < ¢ - €,
e sendo

¢ = inf max y(y(1)),
temos

¢ < max Y(Fo() <c-¢€

entao

c<c—E€

Que é um absurdo. Portanto ¢ é um valor critico de . Isto encerra a demonstracio do Teorema 16 do

Passo da Montanha . m]
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Capitulo 4

Uma aplicacao do Teorema do Passo da

Montanha

4.1 Ecxisténcia de solucao fraca para o problema de Dirichlet nao

linear com a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz.

Neste capitulo estudaremos a existéncia de solucdo fraca para o seguinte problema:

—Au = f(x,u) em Q, u=0 na 0Q 4.1

Onde Q c RY, (N > 2) é um dominio limitado com fronteira suave e, f : QxR — R éuma

fun¢do de carathéodory, satisfazendo as seguintes condi¢des:

e HDIc,d>0 ¢ 0<o<G3 se N23 [0<o <o se N=1,2]

tais que

IfCe Dl < clt)” +d,
e (H2) f(x,1) = o(|t]) quando ¢t — 0, uniformemente em x,

e (H3) Existem u >2 e r > 0 tais que

0 < uF(x,t) <tf(x,t) Y |t| = r, onde.

!
F(x,1) = f f(x,2)dz.
0
Note que o funcional ¢, associado ao problema (4.1), também € o funcional associado ao problema
(2.6).
1° Caso: N > 2.
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Lema 5. a) u=0 é um ponto de minimo local estrito para y:

b) Dado 0 #v € H(l)(Q) (digamos ||v|| = 1), existe py > 0; Y(pgv) < 0:

Demonstracdo. (a), pela hipdtese (H,), dado € > 0, existe § = 6(¢) > 0 tal que
<= If(x, 0l <€l

portanto

FCenl< S se I <o 42
uma vez que a condi¢do de crescimento (H,) implica que,
IF(x, )] < A" se 1| > 6 4.3)
podemos combinar as duas equac¢des acima, obtendo
IF(x, )| < §|z|2 FATT Vi ER, Ve Q. (4.4)

dai, obtemos,
IluII |ee || -
Yw) = ——— | Fx,w)dx 2 — - —|| 17, = Acllullf 4.5)
Q
logo pelas imersdes continuas de Sobolev, temos,

2
O M_K el = M [l ", (4.6)

ou seja,

- 2K,
Y 2 [lull? ( = M jull”" 1) Y u € Hy(Q)

para e suficientemente pequeno e fixado temos,

1 - 2K,\™
oM

0<r<(

e escolhendo

temos,

Y(w)>a >0, y(0)=0, para |ul| =r.

(b) Notemos que a condic@o (H3) conhecida como a condi¢cdo de Ambrosetti e Rabinowitz, implica

na existéncia de contantes c;, ¢, > 0 tais que,

[F(x,)| = ci|tF —c; YxeQ, YreR. “@.7)
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Observagao: Como u > 2, entdo F' € uma funcéo superquadratica em ¢, pela desigualdade acima.

Vamos dividir a prova da existéncia das constantes em dois casos:

1 caso: t > 0. Pela condi¢do (H3), temos

l_‘<f(xJ) S xeﬁ,

0< t
t~ F(x,0)’ =h
implicando
t !
u f(x,2)
—dz < dz,
.[ z r F(x,2)
dai
t t _
phnld| <miFeol|, 125 ve @
ou ainda
uln(t) — pln(r) < In(F(x, 1)) — In(F(x,r)), t>r, x€ Q.
Com isso
T\H F(x,t —
ln(—) <mE®D o, ceq
r F(x,r)
Implicando
F(x, —
F(x,t) > ##’, t>r, xeQ.
7

Pela condicdo de crescimento (H;), podemos considerar

K| = min F(x,r).
xeQ

Com isso, podemos escrever,

K
F(x,t) > —Mlt”, t>r, xeQ.
7

Portanto,

Fx,) >C\t", t>r, xeQ.

Onde C, =% e, >0.

pry

2° Caso: t < 0. pela condicdo (H3), segue

G
Fx,n) = t’

t<-r, xeﬁ.

0 que implica

f(x’z)dz<f "—ldz, t<-r, xeQ,
PR

o Flxg)

dai, com os mesmos argumentos anteriores, chegaremos

In(F(x,—r)) = In(F(x,0) < pln|-r| —plnlf], t<—r, x€Q,

35

(4.8)
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com isso, temos

iz _
), t<-r, xeQ,

In (M) <In (|f
F(x,1) t

e ainda,
F(x,— H —
M_ f L t<—-r, xeQ,
F(x,1) t
assim,
1 “ 1 —
Sf . , t<-r, xeQ,
F(x,1) tl F(x,-r)
equivalentemente,
r|™ —
F(x,t) > ;‘ F(x,-r), t<-r, xeQ,
Considerando
K, = min F(x, —r).
xeQ
Temos
t —
Fx,t) > |-| Ky, t<-r, xeQ.
r
Entao
Fx,t)>Co.ltf', 1<-r, xeQ. 4.9)

Com C; = l’f—@ e Cy > 0. Seja ¢; = min {Cy, C,}. Logo, por (4.8) e (4.9), vem
F,nzclth, Vidzr, xeQ.

Considerando

M = min{F(x,0) | x€ Q, 1€ [-r,]).

Temos

F(x,t) > M, para (x,t) € Qx [=r,r].
Consideremos agora ¢, > 0, de modo que
o>t =M= c; > |l|#—M, Y te[-rr],

ou seja,

M>c|tF—cy, ¥ te[-rr].

Portanto

F,f)>c |t —cs, ¥ r€[-rr], x€Q. (4.10)
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Fo,nzc |t —co ¥ ltl2r xeQ. (4.11)
De 4.10 e 4.11 segue (4.7). Com isso, temos

2 2
Y(u) = % - f F(x,u)dx < M —cpllully, + 219 (4.12)
Q

2
de sorte que dado v € H(;(Q) com |[v|| = 1, e escolhendo § = ¢, ||v||*£/, > (, obtemos,
1,
Y(p.v) < Ep -0t + 2 |Q] — —c0  quando p — co.

em particular, existe py > 0 tal que ¥ (pgv) < 0. O

Lema 6. Se f : QXR — R é a funcdo de Carathéodory do problema (??), satisfazendo as condicoes

(Hy) — (H3), entdo o mesmo possui uma solugdo fraca ndo-trivial u € Hé (Q).

Demonstragdo. Vamos agora comecar mostrando que o funcional ¢ satisfaz a condicdo (P.S). Seja

u, uma sequéncia de (PS)., isto é,
W(u,) — ¢, ¢ (u,) — 0.

Vamos mostrar que u, possui uma subsequéncia que converge forte em Hé (Q2), Primeiramente, mos-

traremos que u,, ¢ limitada em Hé (Q). Veja,

Y(u,) = @ - fQF(x, u,)dx,
entdo
W ()t = Nl — L SO, up)updx.
Além disso, note que ¢'(u,) — 0 implica que, dado € > 0, existe ny € N tal que

" wll < €, ¥ n = no,

ou seja,

[ ()| < €llunll VY 1= no. (4.13)
Note ainda que,
1, 1 > 1 ,
lp(un) - _l// (un)'un = E ”un” - F(x, Mn)dx e ”un” - - f(xs un)undx .
H Q H HJa
segue

1 1 1 1
l//(un) - _l//,(un)-un = (_ - _) ”un”z + f (_f(x, un)un - F(X, I/l,,)) dx.
H 2 p al\u
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Considerando o conjunto V,, = {x € Q; |u,| > r}, temos

1 1 1
lp(urz) - _(V(un)J’tn = (_ - _) ”unHZ +
H 2

f (lf(x, u)u, — F(x, u,l)) dx + f (lf(x, u,)u, — F(x, u,,)) dx.
v, \M ve \M

n

Da condicdo de Ambrosetti-Rabinowitz (H3), obtemos

implicando

dai

l//(un) - lI;V(un)-un 2 (l - l) ”Mn”2 + f (lf(xs un)un - F(x, un)) dx,
H 2 p ve \M

consequentemente temos

1 1 1
W(ut) = =0 () 1ty > (— - —) e I> ~ f
H 2 p vi

1
_f(xs un)un - F(x, un) > 0, Vxe Vna
u

f (lf(x’ up )i, — F(x, un)) dx >0,
Vo \H

n

Novamente, pela condi¢do de crescimento (H,), temos que

1
g ) = |;f(x, Uity — F(x, 1)

¢ limitada em Q x [—r, 7], logo existe C > O tal que

entao

Com isso, temos

e a partir daf

além disso, temos

ou seja

lg(x, u)l < C, ¥ (x,u,) € QX [-r, 7]

1 —
_f(x, un)un - F(X, un) < C’ v (X, Mn) € VnL
yzi

<
Vi

1 1 1
w(un) - —%V(Mn)-bln > (_ - _) ||Mn||2 - f Cdx,
M 2 p

1 1 —
= - —) luall® = C V¢
2 p

n

s

1
lp(un) - _lp,(un)J/ln = (
u

1 11
Yun) = = ()1 > (— - —) llull” = C 192,
H 2 p

1 1
l70("‘71) - —(//,(M,,).Mn e (
u 2

1
5~ —) llunl* = Cs.
7
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Por outro lado temos
1 1
W(“n) - _lp,(un)-un < lp(un) - _w/(un)-un )
M H
entao
1 1
w(un) - —l//'(bln).l/t,, < |¢/(l/t,,)| + = |w,(un)-un| .
M M

Como |¥(u,)| < C e (4.13), segue
1, 1
l//(un) - _‘/’ (un)~un <C+ _EHMnH > (415)
H H
para n suficientemente grande. De (4.14) e (4.15), tem-se

11 1
(— - —) llull” = €2 < €+ —€ [luyl
2 pu H

daf
1 1 |
(— - —) llual® < K + =€ [l I
2 p H
comK=c+c,>00 que implica que ||u,|| € limitada.
Vamos agora provar que (u,) possui uma subsequéncia que converge forte em Hé(Q). Veja, sabe-

mos que o funcional dado pelo lema 3 € de classe C! (H},(Q), R), e ainda que,
W' (u).v = f VuVvdx — ff(x, u)vdx, (4.16)
Q Q

em que, ¥’ (u) € (HO1 (Q))/. como Hé () é um espaco de Hilbert, entdo pelo Teorema da Representagao

de Riesz, (Ver Teorema 11), temos

W' (). = (Vy(u),v), Yv € Hy(Q), com I @Ol ey = IV @l » (4.17)
consideremos agora
J'(w).v = ff(x, u)vdx (4.18)
Q
dai,
W (). = f VuVvdx — J'(u).v, Yu,v € Hy(Q) (4.19)
Q

usando novamente o Teorema da Representacdo de Riesz (Ver Teorema 11), para (4.18), segue,
J'(w).v = (VJ(u),v), Vv € H)(Q) com ||J'(u)||(Hl|](Q))r = IVl » (4.20)
logo substituindo (4.17) e (4.20) em (4.19) temos,
V), v) = (u,v) = (VJ (W), v),

entao,

(V(u), vy = (u— VJ(u),v) Vv € H)(Q),
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dai,

Vy(u) = u—-VJu). (4.21)

Agora mostraremos que

T: Hé(Q) — H(')(Q) com T(u) = VJ(u), (4.22)

€ um operador compacto.

Lembremos atreves das propriedades de operadores compactos, que uma das formas para mos-
trarmos a compacidade de 7', €, mostrarmos que para toda sequéncia limitada, (u,) C H(;(Q), teremos
que a sequéncia T'(u,) C Hé(Q) possui uma subsequéncia convergente. (Ver Teorema 13). Sendo
Hé (€2) um espaco reflexivo entdo existe uma subsequencia que continuaremos denotando por u, tal

que converge fracamente em Hj(Q), ou seja,
U, — u em HS(Q).

Da imersao compacta de Sobolev HJ(Q) — L'(Q), VY re[1,2%) (Ver Teorema 12, item i), implica
i Hy(Q) — L'(Q)

¢ um operador linear compacto, pela prépria definicdo de imersdo compacta. Dai i leva sequéncias

convergindo fracamente u, — u em H(l)(Q), em sequéncias convergindo fortemente em L'(Q), isto €,
u, — u em L'(Q).
ou seja, converge na topologia forte de L'(€), e portanto, converge na norma,

([t — u”L"(Q) —0 (4.23)

Agora, fixando r, com o + 1 < r < 2" e considerando g o conjugado de r, isto €, g = 5. Vamos

mostrar que
FCup()) — fCu()) em LY(Q).

Note, segue de (4.23) e pelo (ver Teorema 7), que existe uma subsequéncia de (u,), que ainda deno-
taremos por (u,) tal que,

u,(x) — u(x) q.tp x € Q,

[u, ()] < G(x) qtp x€eQ, YneN, GeL(Q). (4.24)
Como f é uma funcdo de Carathéodory, juntamente com o (lema 1), temos
J(xun(x)) — f(x, u(x)) qtp x€Q,
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dai

Lf (X, (X)) = F(x, u(x))|7 — 0 q.tp x € Q.

Agora, usando a condi¢do de crescimento (H;), a limitacdo uniforme em (4.24) e o fato de Q ser

limitado, resulta na existéncia de uma fungio ¢ € L'(Q) tal que

LF 6, ua(x)) = O, u())|* < g,

donde segue usando o Teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue (Ver Teorema 8), que

lim (f | (x, ua(2)) = f(x, ()| dX) =0,
Q

n—-+o00
ou seja,

FCun()) — fCu()) em L7 (Q).
Como | < g < Z e Q € limitado ( Ver Teorema 9), vale a imerséo continua

L7 (Q) — LY(Q).

Portanto,

fCyun()) = fC uCDlLa) — 0 quando n —> +co. (4.25)

Observe que
IT o) = T = ) = T @l gy = sup (V) = 7)) ]

Porem,

s

0/ =760 o] =| fﬂ () — fx, ) v
implicando que

(7" () = T ) | < fg |(F(x, ) = fCx,u)) vl dx,
usando Holder (ver Teorema 6), obtemos

|7 ) = T @) | < FCuaC) = FC U)oy Ml -

Usando a imersdo continua H(')(Q) — L'(Q),com r € [0+ 1,2*] (Ver Teorema 2, item i), segue que

existe um M > 0 tal que

(@) = 77 @) V] < MIFCLun) = FCuCD gy VI

de onde obtemos

(/) = T @) | < MIFCLua() = £CouCDl oy »
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pois ||| < 1. Assim,
I () = T @y < MIFC ) = £ty

isto €,
1T @n) = Tl < MFCyua() = FCul ey - (4.26)

Portento, de (4.25) e (4.26), concluimos que, existe uma subsequéncia, que ainda denotaremos por
T (u,), tal que
1T (.) — T — 0.

Mostrando assim que 7 é compacto. Por outro lado
¥ (un) — 0 & 1 ()l — O, (4.27)
logo, por (4.17) e (4.27), temos
IV @)l — 0 & V(u,) — 0. (4.28)

Sendo
Vir(u,) = up — T(uy) = up = Vip(uy) + T (uy). (4.29)

Como o operador T é compacto, vem
1T (u,) = T(w)l| — O. (4.30)

Passando o limite em (4.29) e usando as convergéncias (4.28) e (4.30), obtemos uma subsequéncia tal
que

u, — T(u) em H)(Q),

mostrando assim a condic¢ao (PS) . Mostramos a condicao (PS) para N > 2. jd o 2° caso, em que

N = 2, fica como exercicio. Dica: basta substituirmos a imersao continua
Hy(Q) — LYQ), 1<q<2,

(Ver Teorema 2, item i), pela imersdo continua
H)(Q) = LI(Q), 1<q < +co,

(Ver Teorema 2, item ii). E a imersdo compacta

H)(Q) — LI(Q), 1<q<?2,
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(Ver Teorema 12 item i) pela imersdo compacta
Hy(Q) = LUQ), 1<q<+o0,

(Ver Teorema 12 item ii). Em suma, aplicando o Teorema do Passo da Montanha 16, concluimos a
existéncia de um ponto critico de i, e com o lema 3 verifica-se que esse ponto critico € uma solugdo

fraca do problema (4.1).
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Capitulo 5

Teorema do Passo da Montanha

Generalizado

5.1 Alguns resultados do Grau topdlogico

Apresentaremos aqui apenas alguns resultados do grau topoldgico para usarmos na demonstragdo do
teorema seguinte, o leitor interessado em mais resultados deverd ver em [2]

Normalizaciio. Se id : U — RY & a aplicacdo identidade, ento
deg(id,U,b) =1 sebe U e deg(id,U,b)=0 seb¢ U (5.1)

Proposicao 1. (Dependéncia na fronteira.) Sejam y, ¢ € C(U,RY). Se y = ¢ em AU, entdo
deg(¢, U, b) = deg(y, U, b)

Proposicao 2. (Existéncia de Solugdo): Se deg(¢,Q,b) # 0 entdo, existe xy € Q tal que

d(xo) =b

5.2 Teorema do Passo da Montanha Generalizado

Teorema 17. Teorema do Passo da Montanha Generalizado: Seja E =V & X um espago de
Banach real, onde dimV < +oo. Considere yy € C'(E,R) um funcional satisfazendo a condigéo de

Palais-Smale-(PS) e as seguintes condigdes :

o ;. Existem constantes a,p > 0 tais que

YpB,nx = @, e
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e Y: Existe e € (0B N X) e R > p tais que, se Q = {Bg NV} @ {re; 0 <r <R}, entdo

Yo < 0.
Entdo, W possui um valor critico ¢ > a, com

c = lnIf max d/(h(u))v

he ueQ

ondeT = {h € C(Q,E); h=idem aQ}.

Demonstragdo. Provaremos apenas que ¢ estd bem definido, pois € onde se usa a teoria do grau, o
restante é andloga do passo da montanha normal. Note ¢ o & possui maximo em Q. Afirmacio 1: Se
h €T, entdo

nMQ)NoB,NX # 0, (5.2)
pois, se P denota a projecdo de E sobre V, entdo (1) é equivalente a
Ph(u) =0, ||(id = Ph(w)l = p (5.3)
paraalgumu € Q. Seu € O, entiou = v+ re,onde v e By NV e 0 < r < R. defina
o(r,v) = (||(id — P)h(v + re)|| , Ph(v + re)) .
Notando que ¢ € C(R X V,R x V), e sendo h = id para u € 0Q, tem-se
o(r,v) = (||id = P)(v + re)||, P(v + re)) .

Organizado, temos

¢(r,v) = (rllell, v),

e como e € dB; N X, obtemos

o(r,v) = (r,v), YueaQ,

isto é, ¢ = id em 0Q. Em particular, de () temos ¢(r,v) # (0,0) para u € 9Q e (p,0) € Q. Veja,

sendo 0 < p < R, temos que (p, 0) ¢ JQ, pois se estivesse, deveriamos ter
p=0ou p=R,

o que ndo acontece. Por outro lado, sendo 0 € ER NVe0<p<R,dai(p,0) € Q. Identificando Rx V
com R", tem se que o grau de Brouwer estd bem definido, e palas propriedades do grau topoldgico
obtemos

deg(¢, Q.(p,0)) = deg(id, Q. (p,0)) = 1.
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logo existe u € Q tal que ¢(u) = (p, 0), ou seja

(IGd — PYh)l , Ph(w)) = (p, 0),

0 que implica

Ph(u) =0, |lid — P)h(wll = p 5.4
mostrando assim a afirmag@o 1. Pela afirmagdo 1, temos que existe u € Q tal que h(u) € 0B, N X. Da
condicdo (¢), segue que ¥(h(u)) > a, o que implica

H = {max,5 (h@)} = a Y h el

ou seja o conjunto H € limitado inferiormente, logo existe um infimo de H em R, isto €, ¢ estd bem
definido. O restante da demonstrag@o ¢ andloga a do Teorema (16) do passo da montanha, usando o

teorema de Deformagao. O
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5.3 Exercicios Propostos

Vamos agora apresentar alguns exercicios para o leitor interessado, onde sdo as seguintes aplicagdes

dos teoremas 16 e 17.
Exercicio 1: Problema superlinear subcritico em dominio limitado:

Considere o seguinte problema
—Au = f(u) emQ, u(x)=0 sobre dQ. (5.5
onde Q é um dominio limitado do R¥, onde temos as seguintes hipéteses sobre a fungio f:

(f;) Seja f um funcdo continua com

lim & =0
-0 f
(f») considere
t
lil,ll iup I{I% < 400

onde2 <g<2'seN>2ou2<gseN=1oulN=2.

(f3) f satizfaz a condi¢cdo de Ambrosetti-Rabinowitz.

Dica: Note que de (f}) e (f>) temos
If(D)] < el] + Cle|””"!

para todo § < |¢f| < R e para algum C > 0, e o funcional associado ao problema ¢ definido por

1
Yy =3 f \Vul* - f F(u)
Q Q

comu € Hé(Q). Usar o teorema 16.
Exercicio 2: Aplicagédo do Teorema 17

Considere o seguinte problema:
—Au=Au+ f(x,u) emQ, u=0 sobre dQ (5.6)

onde Q c R" é um dominio limitado com fronteira suave e 1 > A;, onde 1; é o primeiro autovalor
associado ao problema

—-Av=Av emQ v=0 sobre Q. 5.7)
Com N > 3 considere as seguintes hip6teses sobre f:
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e G, f(x,t) € C(QxR,R);

e G, Exsistem constantes a;,a, > 0 tais que

fo, Dl <ai+ali’, ¥ x€Q ereR, ondel <s<

e G f satisfaz condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz;

G,y f(x,t) = o(|t]) quando t — O;

Gs tf(x,t) >0, para teR.

Dica: Ver resolugdo em [2].

Exercicio 3: (Desafio para o leitor.) O leitor interessado pode verificar a veracidade ou ndo da
seguinte afirmag@o como exercicio. E possivel encontrar pelo menos uma solugao fraca para o
problema do exercicio 2, retirando a condi¢cao G e supondo f apenas como uma fung¢do de

Carathéodory?
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