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Prefácio

Este livro traz algumas definições e alguns resultados básicos que envolvem um texto
introdutório da disciplina de Análise Funcional. Nessa disciplina, em um contexto geral,
se estuda os espaços vetoriais normados, sobretudo os de Banach, e dos operadores lineares
cont́ınuos entre esses espaços.

No texto, serão introduzidos espaços vetoriais normados e espaços de Banach e também
espaços de Hilbert, bem como algumas propriedades adicionais sobre a teoria dos Espaços
Métricos. Além disso, será apresentado o famoso Teorema do Ponto Fixo de Banach e
uma de suas importantes aplicações no estudo de equações diferenciais.

As demonstrações e os resultados apresentados estão acesśıveis e foram postos pen-
sando em estudantes que não sabem Análise Funcional e pretendem aprender os conceitos
iniciais da teoria. Com efeito, este texto se originou do trabalho de conclusão de curso que
escrevi e se refere à parte do estudo realizado quando eu ainda era aluno da graduação.
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• d(x, y) = ‖x− y‖ > 0, o que verifica-se, pois uma norma é sempre positiva para
x �= y;

• d(x, y) = ‖x− y‖ = ‖(−1).(y − x)‖ = | − 1|. ‖y − x‖ = ‖y − x‖ = d(y, x);

• d(x, y) = ‖x− y‖ = ‖x− z + z − y‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖ = d(x, z) + d(z, y);

e é chamado a métrica induzida pela norma.Iremos representar um espaço normado como
sendo (X, ‖.‖) ou simplesmente por X ao longo do trabalho.

Os espaços normados dos exemplos seguintes estão definidos no Apêndice .

1.1.1 Completeza do Espaço Euclidiano Rn

Seja X = Rn, onde x = (ξ1, ξ2, ..., ξn) e y = (η1, η2, ..., ηn) com a norma euclidiana
definida por

‖x‖1 =

(
n∑

j=1

|ξj|2
)1/2

(1.2)

Rn ém espaço de Banach com a norma ‖x‖1.

Demonstração. Consideremos uma sequência arbitrária de Cauchy (xm) em Rn de modo

que para cada m ∈ N teremos xm = (ξ
(m)
1 , ..., ξ

(m)
n ) ∈ Rn. Como (xm) é de Cauchy, para

todo ε > 0 existe um n0 tal que

d(xm, xr) =

(
n∑

j=1

∣∣∣ξ(m)
j − ξ

(r)
j

∣∣∣
2
)1/2

< ε (1.3)

com m, r > n0.

Elevando ao quadrado temos

(ξ
(m)
j − ξ

(r)
j )2 < ε2 ⇔

√
(ξ

(m)
j − ξ

(r)
j )2 <

√
ε2 ⇔

∣∣∣ξ(m)
j − ξ

(r)
j

∣∣∣ < ε.

Isto mostra que para cada j fixo, (1 ≤ j ≤ n), a sequência (ξ
(1)
j , ξ

(2)
j , ...) é uma sequência

de Cauchy de números reais. Logo é convergente pelo teorema (4.1.1) do Apêndice,

digamos, ξ
(m)
j → ξj quando m → ∞. Usando esses n limites definimos x = (ξ1, ..., ξn)

assim temos que
(ξ

(m)
1 , ξ

(m)
2 , · · · , ξ(m)

n ) → (ξ1, ξ2, · · · , ξn)

onde claramente x por ter n coordenadas pertencerá a Rn. De (1.3) com r → ∞ temos

d(xm, x) ≤ ε (1.4)

com m > n0.

Isso mostra que x é limite de (xm) provando a completeza de Rn.

Portanto, Rn é um espaço de Banach.

2

Caṕıtulo 1

Espaços Normados e Espaços de
Banach

1.1 Espaços Normados e Espaços de Banach

Neste caṕıtulo serão apresentados alguns resultados e definiçoes de fundamental im-
portância na Análise Funcional. A prinćıpio, serão vistos conceitos como: definição de
espaço métrico completo, de espaço normado e espaço de Banach, e também alguns exem-
plos. Posteriormente, serão abordadas algumas propriedades dos Espaços métricos e de-
finições de operadores lineares, funcionais lineares e algumas peculiaridades dos mesmos
assim como alguns exemplos. Colocamos também a definição de espaço normado de ope-
radores. O espaço Dual.

Definição 1.1.1. Um espaço métrico X é completo se toda sequência de Cauchy de X
converge em X.

Definição 1.1.2. Um espaço normado X é um espaço vetorial real com uma norma
definida sobre ele. Um espaço de Banach é um espaço normado completo(completo na
métrica induzida pela norma). Aqui uma norma num espaço vetorial X é uma função
|.| : X → R definida em X a valores reais ‖x‖ satisfazendo as seguintes propriedades:

N1) ‖x‖ ≥ 0;

N2) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;

N3) ‖αx‖ = |α| . ‖x‖;

N4) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖; (Desigualdade Triangular)

Aqui x e y são vetores arbitrários em X e α um escalar qualquer .

Uma norma em X define uma métrica d em X (definição (4.1.1) do Apêndice) que é
dado por

d(x, y) = ‖x− y‖ . (1.1)

Com efeito

• d(x, y) = ‖x− y‖ = 0 ⇐⇒ x− y = 0 ⇐⇒ x = y;

1
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todo ε > 0 existe um n0 tal que

d(xm, xr) =

(
n∑

j=1

∣∣∣ξ(m)
j − ξ

(r)
j

∣∣∣
2
)1/2

< ε (1.3)

com m, r > n0.

Elevando ao quadrado temos

(ξ
(m)
j − ξ

(r)
j )2 < ε2 ⇔

√
(ξ

(m)
j − ξ

(r)
j )2 <

√
ε2 ⇔

∣∣∣ξ(m)
j − ξ

(r)
j

∣∣∣ < ε.

Isto mostra que para cada j fixo, (1 ≤ j ≤ n), a sequência (ξ
(1)
j , ξ

(2)
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(∑
|xm|p

)1/p

< ∞ e
(∑

|x− xm|p
)1/p

< ∞

logo,

(∑
|xm + (x− xm)|p

)1/p

< ∞

ou seja,

x = xm + (x− xm) ∈ lp.

Portanto lp é um espaço de Banach.

1.1.3 Completeza do espaço l∞

O espaço l∞ é um espaço de Banach com a norma definida por

‖x‖ = sup
j∈N

|ξj|

Demonstração. Seja (xm) uma sequência de Cauchy arbitrária no espaço l∞ onde xm =

(ξ
(m)
1 , ξ

(m)
2 , ...).Onde a métrica é dada por

d(x, y) = ‖x− y‖ = sup
j∈N

|ξj − ηj|

e x = (ξj), y = (ηj) ∈ l∞, dáı para todo ε > 0 existe um n0 tal que para todo m,n > n0,

d(xm, xn) = ‖xm − yn‖ = sup
j∈N

∣∣∣ξ(m)
j − η

(n)
j

∣∣∣ < ε.

Para cada j fixo,

∣∣∣ξ(m)
j − ξ

(n)
j

∣∣∣ < ε (1.8)

com (m,n > n0).

Portanto,a sequência (ξ
(1)
j , ξ

(2)
j , ...) é uma sequência de Cauchy de números reais. Logo,

converge pelo teorema (4.1.1) do Apêndice,assim, ξ
(m)
j → ξj quando m → ∞. Usando

a infinidade de limites ξ1, ξ2, ..., definimos x = (ξ1, ξ2, ...) e mostraremos que x ∈ l∞ e
xm → x.

De (1.8), quando n → ∞ temos,

ξ
(n)
j → ξj ⇒

∣∣∣ξ(m)
j − ξj

∣∣∣ ≤ ε (1.9)

com m > n0.
Uma vez que xm ∈ l∞, existe um número real km tal que

∣∣ξmj
∣∣ ≤ km qualquer que seja

j. Dáı, pela desigualdade triangular, temos

|ξj| =
∣∣∣ξj − ξ

(m)
j + ξ

(m)
j

∣∣∣ ≤
∣∣∣ξj − ξ

(m)
j

∣∣∣+
∣∣∣ξ(m)

j

∣∣∣
com m > n0.

4

1.1.2 Completeza do espaço lp

O espaço lp, com p fixo e 1 ≤ p < +∞, é completo com norma

‖x‖ =
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j=1

|ξj|p
)1/p

Demonstração. Seja (xn) um sequência arbitrária de Cauchy no espaço lp, onde xm =

(ξ
(m)
1 , ξ

(m)
2 , ...). Então para cada ε > 0 existe um n0 tal que para todo m,n > n0,
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(2)
j , ...) é um sequência de Cauchy de

números reais. Logo, é convergente pelo teorema (4.1.1), digamos que ξ
(m)
j → ξj quando

m → ∞. Usando esta infinidades de limites, definimos x = (ξ1, ξ2, ...) e mostraremos que
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‖x‖ =

(
∞∑
j=1

|ξj|p
)1/p

Demonstração. Seja (xn) um sequência arbitrária de Cauchy no espaço lp, onde xm =
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1.1.5 Exemplo de espaço incompleto

O espaço normado C[a, b] com

‖u‖Lp[a,b] =

(∫ b

a

|u(t)|p dt
)1/p

∀u ∈ C[a, b]

não é um espaço de Banach.

Demonstração. Para facilitar suponhamos a = 0 e b = 1, e consideremos a sequência de
funções fn ∈ C[a, b] (n ≥ 2) dada por

fn(x) =





1 , se 0 ≤ x ≤ 1
2
− 1

n−n

2
x+

n+ 2

4
, se 1

2
− 1

n
< x < 1

2
+ 1

n

0 , se 1
2
+ 1

n
≤ x ≤ 1.

Afirmação:(fn) é uma sequência de Cauchy. De fato, dado ε > o,considere o gráfico

Figura 1.1:

Temos

‖fn − fm‖Lp([0,1]) =

(∫ 1

0

|fn(t)− fm(t)|p dt
)1/p

=

(∫ an

0

|1− 1|p dt
)1/p

+

(∫ am

an

|fn(t)− 1|p dt
)1/p

+

(∫ bm

am

|fn(t)− fm(t)|p dt
)1/p

+

(∫ bn

bm

|fn(t)− 0|p dt
)1/p

+

(∫ 1

bn

|0− 0|p dt
)1/p

.

Notemos que 0 ≤ fk(t) ≤ 1,∀k .Logo −1 ≤ fk(t)− 1 ≤ 0 < 1

⇒ |fk(t)− 1| ≤ 1 |fn(t)− fm(t)| ≤ 1;

6

Sabemos que
∣∣∣ξj − ξ

(m)
j

∣∣∣ =
∣∣∣(−1).(ξ

(m)
j − ξj)

∣∣∣ =
∣∣∣ξ(m)

j − ξj

∣∣∣
Desta forma de (1.9)

∣∣∣ξ(m)
j − ξj

∣∣∣+
∣∣∣ξ(m)

j

∣∣∣ ≤ ε+ km

com m > n0. Esta desigualdade vale para todo j. Assim (ξj) é uma sequência limitada
de números reais. Isto Implica que x = (ξj) ∈ l∞. Também, de (1.9) obtemos

d(xm, x) = ‖xm − x‖ = sup
j

∣∣∣ξ(m)
j − ξj

∣∣∣ ≤ ε

com m > n0. O que mostra que xm → x.
Portanto, l∞ é um espaço de Banach.

1.1.4 Completeza do espaço C[a, b]

O espaço C[a, b] é um espaço de Banach com a norma definida por

‖ψ‖ = max
t∈J

|ψ(t)| (1.10)

onde J = [a, b] ⊂ R com t ∈ [a, b].

Demonstração. Seja (ψm) uma sequência arbitraria de Cauchy em C[a, b].Assim, dado
qualquer ε > 0, existe um n0, tal que para todos m,n > n0, temos

d(ψm, ψn) = max
t∈J

|ψm(t)− ψn(t)| < ε (1.11)

com t ∈ [a, b]. Dáı com qualquer t fixo, t = t0 ∈ J , temos

|ψm(t0)− ψn(t0)| < ε (1.12)

com (m,n > n0). Isto mostra que (ψ1(t0), ψ2(t0), ...) é uma sequência de Cauchy em R.
Dáı a sequência converge pelo Teorema (4.1.1) do apêndice, digamos ψm(t0) → ψ(t0), se
m → ∞. Desta forma, podemos associar a cada t ∈ J um único número real ψ(t). Isto
define uma convergência pontual da função ψ em J . Vamos mostrar agora que ψ ∈ C[a, b]
e que ψm → ψ .

Fazendo n → ∞ em (1.11), obtemos

max
t∈J

|ψm(t)− ψ(t)| ≤ ε (1.13)

Com (m > n0) e t ∈ J .

|ψm(t)− ψ(t)| ≤ ε (1.14)

com m > n0.
De (1.14) vemos que ψm → ψ uniformemente.Como as ψm são cont́ınuas em J ,o

teorema (4.6.9) do Apêndice garante a continuidade de ψ para todo t ∈ J ,dáı ψ ∈ C[a, b].
Portanto C[a, b] é um espaço de Banach.

5
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Logo f ≡ 0 em [1
2
, 1] e f não é cont́ınua em [0, 1]

f(x) =

{
1 , se 0 ≤ t ≤ 1

2

0 , se 1
2
≤ t ≤ 1

Figura 1.2:

Portanto ,C[a,b] não é um espaço completo com ‖f‖Lp[a,b] .

1.2 Propriedades Adicionais de Espaços Métricos

Por definição, um subespaço Y de um espaço normado X é um subespaço de X
considerado como um espaço vetorial, com a norma obtida através da restrição da norma
em X para o subespaço Y . Esta norma em Y é dita ser induzida pela norma em X. Se
Y é fechado em X, então Y é chamado subespaço fechado em X.

Por definição, um subespaço Y de um espaço de Banach X, é um subespaço de X.
Considerado como um espaço normado. Dáı, Y não necessita ser completo.

Teorema 1.2.1. Um subespaço Y de um espaço de Banach X é completo se, e somente
se, Y é fechado em X.

Demonstração. Se Y é fechado então Y = Y , logo, seja a ∈ Y então a ∈ Y . Dáı, a =
lim xn onde a sequência (xn) está em Y .Logo a sequência (xn) é de Cauchy pelo teorema
(4.1.2) do apêndice e portanto Y é um espaço de Banach. Reciprocamente,suponha que
Y é Banach e tome (xn)

∞
n=1 uma sequência em Y tal que xn → x ∈ X.Então (xn)

∞
n=1 é de

Cauchy em Y , e portanto convergente pois Y é completo por hipótese.Existe então y ∈ Y
tal que xn → y.Da unicidade do limite temos x = y ∈ Y , provando que Y é fechado em
X.

Definição 1.2.1. (Base de Schalder) Se um espaço normado X contem uma sequência
(en) tal que para todo x ∈ X existe uma única sequência de escalares (αn) tal que

‖x− (α1e1 + . . .+ αnen)‖ → 0 quando n → ∞ (1.15)

8

Dáı,usando o Corolário (2) do Apêndice

‖fn − fm‖Lp([0,1]) ≤ 0+

(
m− 2

2m
− n− 2

2n

)1/p

+

(
m+ 2

2m
− m− 2

2m

)1/p

+

(
n+ 2

2n
− m− 2

2m

)1/p

+ 0

=

(
1

n
− 1

m

)1/p

+

(
2

m

)1/p

+

(
1

n
− 1

m

)1/p

→ 0

quando m,n → ∞ portanto (fn) é de Cauchy. Se m = n+ 1, na espressão acima,então
‖fn − fn+1‖Lp[0,1] → 0 quando n → ∞.

Afirmação: A sequência (fn) acima, não converge em C[a, b]. De fato,suponhamos que
exista f ∈ C[0, 1] tal que

lim
n→∞

‖fn − f‖Lp([0,1]) = 0.

Neste caso temos

0 = lim
n→∞

∫ 1

0

|fn(t)− f(t)|p dt = lim
n→∞

∫ 1/2

0

|fn(t)− f(t)|p dt+ lim
n→∞

∫ 1

1/2

|fn(t)− f(t)|p dt.

Dáı,sendo
∫ b

a
|g(t)|p dt ≥ 0,temos

lim
n→∞

∫ 1/2

0

|fn(t)− f(t)|p dt = 0 = lim
n→∞

∫ 1

1/2

|fn(t)− f(t)|p dt.

Por outro lado,sendo fn(t) = 1 se 0 ≤ t ≤ 1
2
− 1

n
,temos

lim
n→∞

∫ 1/2

0

|fn(t)− f(t)|p dt = lim
n→∞

∫ 1
2
− 1

n

0

|1− f(t)|p dt+ lim
n→∞

∫ 1/2

1
2
− 1

n

|f(t)− fn(t)|p dt

= lim
n→∞

∫ 1/2

0

|fn(t)− 1|p dt.

Pois

0 ≤
∫ 1/2

1
2
− 1

n

|f(t)− fn(t)|p dt ≤
∫ 1/2

1
2
− 1

n

(|f(t)| − |fn(t)|)p dt

≤

(
sup

0≤t≤ 1
2

|f(t)|+ 1

)p (
1

2
− 1

2
+

1

n

)
→ 0.

Sendo f cont́ınua ,f ≡ 1 em [0, 1
2
].Analogamente,usando

0 = lim
n→∞

∫ 1

1
2

|fn(t)− f(t)|p dt.

Concluimos que

0 = lim
n→∞

∫ 1
2
+ 1

n

1
2

|fn(t)− f(t)|p dt+ lim
n→∞

∫ 1

1
2
+ 1

n

|f(t)|p dt

= lim
n→∞

(
sup

1
2
≤t≤1

|f(t)|+ 0

)p (
1

2
− 1

2
+

1

n

)
+

∫ 1

1/2

|f(t)|p dt.
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0
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0
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∫ 1

1/2
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∫ b

a
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n→∞

∫ 1/2

0

|fn(t)− f(t)|p dt = lim
n→∞

∫ 1
2
− 1

n

0

|1− f(t)|p dt+ lim
n→∞
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n
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n
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0≤t≤ 1
2
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1

2
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2
+

1

n
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+
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1.4 Operadores lineares limitados

Definição 1.4.1. Sejam X e Y espaços vetoriais normados e T : D(T ) → Y um operador
linear, onde D(T ) ⊂ X. O operador T é dito ser limitado se existe um número real c tal
que

‖Tx‖ ≤ c ‖x‖ ∀ x ∈ D(T ).

Vamos denotar por ‖T‖ o seguinte número real associado ao operador linear limitado T :

‖T‖ = sup
x∈D(T )
x �=0

‖Tx‖
‖x‖

= sup
‖x‖=1

‖Tx‖ (1.16)

Note que a desigualdade abaixo

‖Tx‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖ ∀x ∈ D(T ) (1.17)

é válida. De fato,

‖Tx‖
‖x‖

≤ sup
x∈D(T )
x �=0

‖Tx‖
‖x‖

De (1.16)

‖Tx‖
‖x‖

≤ ‖T‖

logo

‖Tx‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖

com isso verifica-se a desigualdade (1.17).

1.4.1 Exemplo de operador limitado

Exemplo 1.5. Seja E = C([0, 1];R) com

‖f‖ = max
t∈[0,1]

|f(t)|

tal que
T : E → R; ∀f ∈ E temos T (f) = f(1) (1.18)

Note que o operador T é limitado.

Demonstração. Se f ∈ E e ‖f‖ = 1, temos

|f(1)| ≤ max
t∈[0,1]

|f(t)| = ‖f‖ .

10

então (en) é chamada uma Base de Schalder para X.As séries
∑∞

k=1 αkek que tem a soma
x é então chamada de espansão de x em relação a (en) e escrevemos

x =
∞∑
k=1

αkek.

1.3 Operadores lineares

Definição 1.3.1. Um operador linear entre espaços vetoriais X e Y é uma aplicação
T : D(T ) ⊂ X → Y , em que seu domı́nio D(T ) é um subespaço vetorial e é satisfeita a
condição

T (x+ αy) = T (x) + αT (y), ∀ x, y ∈ D(T ) e α ∈ R.

1.3.1 Exemplos de operadores lineares

Exemplo 1.1. O operador identidade IX : X → X é definido por IXx = x ∀x ∈ X.

Basta notar que

T (x+ αy) = x+ αy = Tx+ αTy ∀ x, y ∈ X e α ∈ R.

Exemplo 1.2. O operador zero 0 : X → Y é definido por 0x = 0 ∀x ∈ X.

de fato,

T (x+ αy) = 0(x+ αy) = 0 = 0x+ α0y ∀ x, y ∈ X e α ∈ R.

Exemplo 1.3. Diferenciação: Seja X o espaço vetorial de todos os polinômios sobre
[a, b]. Podemos definir um operador linear T em X por

Tx(t) = x′(t)

para cada x ∈ X, onde denota a diferenciação em relação a t. O operador T é aplicado
de X em X.

Com efeito

T (x+ αy) = x′ + αy′ = Tx+ αTy ∀ x, y ∈ X e α ∈ R.

Exemplo 1.4. Integração: Um operador linear T : C[a, b] → C[a, b] , é definido por

Tx(t) =

∫ t

a

x(τ)dτ

onde t ∈ [a, b].

De fato

T (x+ αy) =

∫ t

a

(x+ αy)dτ =

∫ t

a

xdτ + α

∫ t

a

ydτ = Tx+ αTy ∀ x, y ∈ X e α ∈ R.

9
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∑∞

k=1 αkek que tem a soma
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‖Tx‖ ≤ γ ‖x‖

com γ = 1
c
maxk ‖Tej‖ logo γ > 0

Portanto, T é limitado.

Operadores são aplicações, dáı, aplica-se a definição de continuidade. Isto é fundamen-
tal para operadores lineares. Continuidade e limitação tornam-se conceitos equivalentes.

Os detalhes são os que seguem:

Definição 1.4.2. Seja T : D(T ) → Y um operador, não necessariamente linear, onde
D(T ) ⊂ X e X e Y são espaços normados. Por definição, o operador T é cont́ınuo em
x0 ∈ D(T ) se para cada ε > 0 existe um δ > 0 tal que

‖Tx− Tx0‖ < ε para todo x ∈ D(T ) satisfazendo ‖x− x0‖ < δ.

T é cont́ınuo, se T é cont́ınuo em cada x ∈ D(T ).

Teorema 1.4.2. (Continuidade e limitação) Seja T : D(T ) ⊂ X → Y um operador
linear e X, Y espaços normados. Então

a) T é cont́ınuo se, e somente se, T é limitado.

b) Se T é cont́ınuo em um ponto, então T é cont́ınuo.

Demonstração. Se T é limitado, existe c > 0 tal que

‖Tx‖ ≤ c ‖x‖ ∀x ∈ D(T )

logo,

‖Tx− Ty‖ ≤ c ‖x− y‖

Isto mostra que T é lipschitziana, dáı T é cont́ınua. Vamos provar agora que se T é
cont́ınua em um ponto digamos em x0, então T é limitada.

Seja x0 ∈ D(T ). Então, dado ε > 0 existe um δ > 0 tal que

‖Tx− Tx0‖ < ε ∀x ∈ D(T ), satisfazendo ‖x− x0‖ < δ

∀x ∈ D(T )

Considerando xy = x0 + δ y
2
‖y‖ ∀y ∈ D(T ), y �= 0, segue-se que

xy − x0 = δ
y

2 ‖y‖
∀y ∈ D(T ), y �= 0

e aplicando o operador, e depois a norma, obtemos

12

Desta forma,

|T (f)| ≤ 1

assim

|T (f)|
‖f‖

≤ 1 ∀f ∈ E − {0}

isto é,

|T (f)| ≤ ‖f‖ ∀f ∈ E

isto prova a limitação do operador.

Teorema 1.4.1. (Dimensão Finita) Se um espaço normado X é de dimensão finita,
então todo operador linear em X é limitado.

Demonstração. Seja X um espaço normado tal que dim X = n e {e1, ..., en} uma base
para X (definição (4.6.3) Apêndice). Considerando qualquer x =

∑
ξjej (definição (4.6.3)

Apêndice), e qualquer operador T em X. De modo que T seja linear, segue-se que:

‖Tx‖ =
∥∥∥T

∑
ξjej

∥∥∥ =
∥∥∥
∑

ξjTej

∥∥∥ ≤
∑

|ξj| ‖Tej‖.

Como 1 ≤ j ≤ n dáı

∑
|ξj| ‖Tej‖ = |ξ1|‖Te1‖+ ...+ |ξn|‖Ten‖

e considerado max ‖Tej‖, teremos

∑
|ξj|‖Tej‖ ≤ max

k
‖Tej‖

∑
|ξj| (1.19)

Em
∑

|ξj|, sabemos da desigualdade (4.8) do Apêndice que

‖ξ1e1 + ...+ ξnen‖ ≥ c(|ξ1|+ ...+ |ξn|)

onde c > 0. Isto é,

‖x‖ =
∥∥∥
∑

ξjej

∥∥∥ ≥ c
∑

|ξj|

assim,

‖x‖
c

≥
∑

|ξj|.

Dáı, de (1.19), obtemos

11
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1.5 Funcionais Lineares

Um funcional é um operador cuja imagem encontra-se na reta real R. Denotemos
funcionais por letras minúsculas f, g, h, ..., o domı́nio de f por D(f), a imagem por R(f),
e o valor de f em um elemento x ∈ D, por f(x). Funcionais são operadores, com as
definições anteriores aplicadas.

Definição 1.5.1. Um funcional linear f é um operador linear com domı́nio no espaço
vetorial X e imagem no corpo escalar K de X, assim

f : D(f) → K

onde K = R.

1.5.1 Funcional Linear Limitado

Definição 1.5.2. Um funcional linear limitado f é um operador linear limitado com
imagem em um corpo escalar do espaço normado X em que domı́nio D(f) se encontra.
Assim, existe um número real c tal que para todo x ∈ D(f)

|f(x)| ≤ c ‖x‖ (1.20)

Além disso, a norma de f é

‖f‖ = sup
x∈D(f)
x �=0

|f(x)|
‖x‖

(1.21)

ou

‖f‖ = sup
x∈D(f)
‖x‖=1

|f(x)| (1.22)

e por (1.17)

|f(x)| ≤ ‖f‖ ‖x‖ (1.23)

e um caso especial do Teorema 1.4.2 é

Teorema 1.5.1. (Continuidade e Limitação) Um funcional linear f com domı́nio
D(f) em um espaço normado é cont́ınuo se e somente se f é limitado. As linhas da
demonstração deste teorema é a mesma da demonstração do Teorema (1.4.2). Basta
considerar o operador como um funcional linear.

14

‖Txy − Tx0‖ =

∥∥∥∥
δ

2 ‖y‖
Ty

∥∥∥∥ < ε

pois

‖xy − x0‖ =
δ

2
< δ

e portanto,

‖Ty‖ <
2ε

δ
‖y‖ = M ‖y‖ ∀y ∈ D(T ),

onde M = 2ε/δ > 0,

com isso provamos a limitação de T . Se T é cont́ınuo em um ponto então T é limitado,
como já provamos, portanto T é continuo pelo primeiro item de deste teorema (1.4.2).
Isto conclui a demonstração do teorema.

Corolário 1. (Continuidade e Espaço Nulo) Seja T um operador linear limitado.
Então:

a) xn → x implica T (xn) → T (x), onde xn, x ∈ D(T ).

b) O espaço nulo N(T ) é fechado.

Demonstração. a) Como T é linear e limitado, de (1.17),

‖Txn − Tx‖ = ‖T (xn − x)‖ ≤ ‖T‖ ‖xn − x‖

Dáı quando n → ∞, ‖xn − x‖ → 0.

Logo,

‖Txn − Tx‖ → 0

Isto é

T (xn) → T (x).

b) Para cada x ∈ N(T ) existe uma sequência xn em N(T ) tal que xn → x. Assim,
Txn → Tx pelo primeiro item do corolário (1).Como Txn = 0 ,também Tx = 0, dáı
x ∈ N(T ).

Então,como x ∈ N(T ) é arbitrário, N(T ) é fechado.

13
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1.6 Espaço Normado de Operadores. Espaço Dual

Definição 1.6.1. Sejam X e Y espaços vetoriais normados. Denotamos por B(X, Y ) o
conjunto de todos os operadores lineares limitados de X em Y.

Teorema 1.6.1. (O espaço B(X, Y )).O espaço vetorial B(X, Y ) de todos os operadores
lineares limitados de um espaço normado X em um espaço normado Y é em si um espaço
normado e sua norma é definida por

‖T‖ = sup
x∈X
x �=0

‖Tx‖
‖x‖

= sup
x∈X
‖x‖=1

‖Tx‖ (1.24)

Teorema 1.6.2. (Completeza). Se Y é um espaço de Banach, então B(X, Y ) é um
espaço de Banach.

Demonstração. Consideramos uma sequência de Cauchy arbitrária (Tn) em B(X, Y ) e
mostraremos que converge para um operador T ∈ B(X, Y ). Como (Tn) é de Cauchy, para
todo ε > 0 existe um N tal que

‖Tn − Tm‖ < ε

com m,n > N .

Para todo x ∈ X e m,n > N podemos obter de

‖Tx‖ ≤ ‖T‖ . ‖x‖

.

‖Tnx− Tmx‖ = ‖(Tn − Tm)x‖ ≤ ‖Tn − Tm‖ ‖x‖ < ε ‖x‖ (1.25)

Agora para qualquer x fixo e dado ε′ podemos escolher ε = εx de modo que εx ‖x‖ < ε′.
Então, a partir de (1.25) temos ‖Tnx− Tmx‖ < ε′ e vemos que (Tnx) é de Cauchy em
Y . Uma vez que Y é completo,Tnx converge,digamos que Tnx → y.Claramente, o limite
y ∈ Y depende da escolha de x ∈ X.Isto define um operador T : X → Y , onde y = Tx.
O operador T é linear ja que

limTn(αx+ βz) = lim(αTnx+ βTnz) = α limTnx+ β limTnz

Provaremos que T é limitado e Tn → T , ou seja,‖Tn − T‖ → 0.Como (1.25) é válida para
todo m > N podemos deixar m → ∞.Usando a continuidade da norma, obtemos a partir
de (1.25) para todo n > N e x ∈ X

‖Tnx− Tx‖ =
∥∥∥Tnx− lim

m→∞
Tmx

∥∥∥ = lim
m→∞

‖Tnx− Tmx‖ ≤ ε ‖x‖ . (1.26)

Isso mostra que (Tn− T ), com n > N é um operador linear limitado. Uma vez que Tn é
limitada, T = Tn − (Tn − T ) é limitada, isto é, T ∈ B(X, Y ). Além disso, se em (1.26)
tomarmos o supremo sobre todo x de norma 1, obtemos

‖Tn − T‖ ≤ ε n > N

Assim ‖Tn − T‖ → 0
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1.5.2 Exemplos de Funcionais Lineares

Exemplo 1.6. Produto escalar: O produto escalar com um fator mantido fixo define um
funcional f : R3 → R, por meio de

f(x) = x.a = ξ1.a1 + ξ2.a2 + ξ3.a3

onde, a = (αj) ∈ R3 é fixado, f é linear com as operações usuais em R.Além disso,f
também é limitado,de fato

|f(x)| = |x.a| ≤ ‖x‖ ‖a‖

Para que |f(x)| ≤ ‖a‖ segue de (1.22). Por outro lado, tendo x = a e usando (1.23),
obtemos:

‖f‖ ≥ |f(a)|
‖a‖

=
‖a‖2

‖a‖
= ‖a‖

assim,a norma de f é ‖f‖ = ‖a‖.

Exemplo 1.7. (Integral Definida): A integral é um funcional no espaço C[a, b]. Então
escolhemos f definida por

f(x) =

∫ b

a

x(t)dt,

f é linear de (1.4) e limitado,com a norma ‖f‖ = b − a.De fato,escrevendo J = [a, b]
e relembrando a norma do máximo em C[a, b] obtemos

|f(x)| =
∣∣∣∣
∫ b

a

x(t)dt

∣∣∣∣ ≤ (b− a)max
t∈J

|x(t)| = (b− a) ‖x‖ .

Tomando o supremo sobre todo o x de norma 1, obtemos ‖f‖ ≤ b − a. Para obter
‖f‖ ≥ b− a, escolhemos em particular x = x0 = 1, note que ‖x‖ = 1 e usando (1.23)

‖f‖ ≥ |f(x0)|
‖x0‖

=

∫ b

a

dt = b− a.

Exemplo 1.8. (O espaço C[a, b]): Outro importante funcional no espaço C[a, b] é obtido
se escolhermos t0 fixo em J = [a, b] e pondo

f1(x) = x(t0)

com x ∈ C[a, b].

f1 é linear pelas operações usuais entre funções e limitado com norma ‖f1‖ = 1.De
fato,temos

|f1(x)| = |x(t0)| ≤ ‖x‖ .

Isso implica que ‖f1‖ ≤ 1 por (1.22).Por outro lado, para a x0 = 1 temos ‖x0‖ = 1 e
obtemos de (1.23)

‖f1‖ ≥ |f1(x0)| = 1
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Teorema 1.6.2. (Completeza). Se Y é um espaço de Banach, então B(X, Y ) é um
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escolhemos f definida por

f(x) =

∫ b

a

x(t)dt,
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iii) T é sobrejetor, com efeito, dado z = (z1, · · · , zn) ∈ Rn definimos φ tal que

φ(e1) = z1, φ(e2) = z2, · · · , φ(en) = zn.

Como {e1, e2, · · · , en} é uma base de Rn, então φ ∈ Rn e

Tφ = (φ(e1), φ(e2), · · · , φ(en))

= (z1, z2, · · · , zn) ∈ Rn.

iv) T preserva a norma
(
‖Tφ‖Rn =

∥∥φ(Rn)′
∥∥) . Note que

‖Tφ‖ = ‖y‖ = ‖(φ(e1), φ(e2), · · · , φ(en))‖

= sup
1≤j≤n

‖φ(ej)‖

≤ sup
1≤j≤n

‖φ‖ ‖(ej)‖ = sup
1≤j≤n

‖φ‖ = ‖φ‖ , pois ‖ej‖ = 1.

Assim
‖Tφ‖ ≤ ‖φ‖ . (1.28)

Agora seja x ∈ Rn, então

x =
n∑

j=1

xjej.

Assim

|φ(x)| =

∣∣∣∣∣φ
(

n∑
j=1

xjej

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
j=1

xjφ(ej)

∣∣∣∣∣

≤
n∑

j=1

|xj| |φ(ej)| ≤ ‖x‖ ‖y‖ = ‖x‖ ‖Tφ‖

logo |φ(x)|
‖x‖ ≤ ‖Tφ‖ assim, supx�=0

|φ(x)|
‖x‖ ≤ ‖Tφ‖ implicando que

‖Tφ‖ ≥ ‖φ‖ . (1.29)

De (1.28) e (1.29) temos
‖Tφ‖ = ‖φ‖

Portanto (Rn)′ ∼= Rn

Exemplo 1.10. O Espaço Dual de l1 é l∞

Demonstração. Uma base de Schawder (definição 1.2.1) para �1 é (ek) = (0, 0, · · · , 0, 1, 0, · · · );
onde cada x ∈ �1 tem uma única representação

x =
∞∑
k=1

ξkek. (1.30)

Vamos considerar f ∈ �1
′
, onde �1

′
é o espaço dual de �1 .Uma vez que f é linear e limitada,

f(x) =
∞∑
k=1

ξkγk, com γk = f(ek), (1.31)
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como queŕıamos.

Definição 1.6.2. (Espaço Dual X ′)Seja X um espaço normado.Dáı o conjunto de
todos os funcionais lineares limitados em X constitui um espaço normado com a norma
definida por

‖f‖ = sup
x∈X
x �=0

|f(x)|
‖x‖

= sup
x∈X
‖x‖=1

|f(x)| (1.27)

que é chamado de espaço dual de X e é denotado por X ′

Teorema 1.6.3. (Espaço Dual).O espaço dual X ′ de um espaço normado X é um
espaço de Banach.

Definição 1.6.3. (Isomorfismo) Um isomorfismo de um espaço normado X em um
espaço normado Y é um operador linear bijetivo T : X → Y que preserva a norma,isto
é, para todo x ∈ X

‖Tx‖ = ‖x‖

(Assim ,T é uma isometria)X é dito isomorfo a Y ,e ainda, X e Y são chamados espaços
normados isomorfos.

1.6.1 Exemplos de Espaço Dual

Exemplo 1.9. O Espaço Dual de Rn é Rn.

Demonstração. Seja {e1, e2, · · · , en} uma base para Rn com ‖ei‖ = 1,i = 1, · · · , n. Seja
φ ∈ (Rn)′ e façamos φ(ei) = yi para cada i = 1, · · · , n. Definamos

y = yi = (φ(e1), φ(e2), · · · , φ(en)) ∈ Rn

e definamos agora o seguinte operador

T : (Rn)′ → Rn

φ → Tφ = (φ(e1), φ(e2), · · · , φ(en))

onde y = (φ(e1), φ(e2), · · · , φ(en)).Temos que

i) T está bem definido,pois é definido nos elementos da base de Rn ;

ii) T é linear, com efeito, sejam φ, ϕ ∈ (Rn)′ tal que φ(ei) = yi e ϕ(ei) = zi, i = 1, · · · , n.
Assim

T (φ+ λϕ) = ((φ+ λϕ)(e1), (φ+ λϕ)(e2), · · · , (φ+ λϕ)(en))

= (φ(e1) + λϕ(e1), φ(e2) + λϕ(e2), · · · , φ(en) + λϕ(en))

= (φ(e1), φ(e2), · · · , φ(en)) + λ(ϕ(e1), · · · , ϕ(en))

= Tφ+ λTϕ
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todos os funcionais lineares limitados em X constitui um espaço normado com a norma
definida por

‖f‖ = sup
x∈X
x �=0

|f(x)|
‖x‖

= sup
x∈X
‖x‖=1

|f(x)| (1.27)
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Caṕıtulo 2

Espaços com Produto
Interno.Espaços de Hilbert

2.1 Espaços com Produto Interno. Espaços de Hil-

bert

Definição 2.1.1. Um espaço com produto interno(ou pré-espaço de Hilbert) é um espaço
vetorial X com um produto interno definido em X. Um espaço de Hilbert é um espaço
com produto interno completo(completo na métrica definida pelo produto interno). Aqui
um produto interno em X é uma aplicação de X × X no corpo escalar K de X, isto é,
para cada par de vetores x e y associamos um escalar que é escrito como

〈x, y〉

e é chamado o produto interno de x com y tal que para todos x, y, z e escalares α teremos

IP1) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉;

IP2) 〈αx, y〉 = α 〈x, y〉;

IP3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉;

IP4) 〈x, x〉 ≥ 0, 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0;

Um produto interno em X define uma norma em X denotada por

‖x‖ =
√
〈x, y〉 (2.1)

e uma métrica em X denotada por

d(x, y) = ‖x− y‖ =
√
〈x− y, x− y〉 . (2.2)

Assim, espaços com produto interno são espaços normados e espaços de Hilbert são
espaços de Banach. A prova de (2.1) satisfaz os axiomas (N1) a (N4) de uma norma, e
será dada no ińıcio da seção (2.4). De (IP1) a (IP3) obtemos as fórmulas

a) 〈αx+ βy, z〉 = α 〈x, z〉+ β 〈y, z〉;

b) 〈x, αy〉 = α 〈x, y〉;

20

onde os numeros γk = f(ek) são determinados unicamente por f . Também ‖ek‖ = 1 e

|γk| = |f(ek)| ≤ ‖f‖ · ‖ek‖ = ‖f‖ , sup
k

|γk| ≤ ‖f‖ (1.32)

Assim (γk) ∈ �∞.
Por outro lado, para cada b = (βk) ∈ �∞ podemos obter um funcional linear limitado

correspodente g de �1. De fato,Podemos definir g de �1 por,

g(x) =
∞∑
k=1

ξkβk (1.33)

onde x = (ξk) ∈ �1.Então g é linear e a limitação segue de

|g(x)| ≤
∑

|ξkβk| ≤ sup |βj|
∑

|ξk| = ‖x‖ · sup |βj| (1.34)

Dáı g ∈ �1
′
.

Mostraremos agora que a norma de f é a norma no espaço �∞, de (1.31) temos,

|f(x)| =
∣∣∣
∑

ξkγk

∣∣∣ ≤ sup
j

|γj| ·
∑

|ξk| = ‖x‖ · sup
j

|γj| (1.35)

considerando o supremo sobre todo x de norma 1, temos

‖f‖ ≤ sup
j

(γj)

dáı de (1.32)
‖f‖ = sup

j
(γj)

que é a norma em �∞. Assim, está formula pode ser escrita ‖f‖ = ‖c‖∞ onde c = (γj) ∈
�∞, isso mostra que a aplicação linear bijetiva de �1 em �∞ definida por f �→ c = (γj) é
um isomorfismo.

19
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para cada par de vetores x e y associamos um escalar que é escrito como
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onde os numeros γk = f(ek) são determinados unicamente por f . Também ‖ek‖ = 1 e

|γk| = |f(ek)| ≤ ‖f‖ · ‖ek‖ = ‖f‖ , sup
k

|γk| ≤ ‖f‖ (1.32)

Assim (γk) ∈ �∞.
Por outro lado, para cada b = (βk) ∈ �∞ podemos obter um funcional linear limitado

correspodente g de �1. De fato,Podemos definir g de �1 por,

g(x) =
∞∑
k=1

ξkβk (1.33)

onde x = (ξk) ∈ �1.Então g é linear e a limitação segue de

|g(x)| ≤
∑

|ξkβk| ≤ sup |βj|
∑

|ξk| = ‖x‖ · sup |βj| (1.34)

Dáı g ∈ �1
′
.

Mostraremos agora que a norma de f é a norma no espaço �∞, de (1.31) temos,

|f(x)| =
∣∣∣
∑

ξkγk

∣∣∣ ≤ sup
j

|γj| ·
∑

|ξk| = ‖x‖ · sup
j

|γj| (1.35)

considerando o supremo sobre todo x de norma 1, temos

‖f‖ ≤ sup
j

(γj)

dáı de (1.32)
‖f‖ = sup

j
(γj)

que é a norma em �∞. Assim, está formula pode ser escrita ‖f‖ = ‖c‖∞ onde c = (γj) ∈
�∞, isso mostra que a aplicação linear bijetiva de �1 em �∞ definida por f �→ c = (γj) é
um isomorfismo.
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2.2 Exemplos de espaços de Hilbert

2.2.1 Espaço Euclidiano Rn

Demonstração. O espaço Rn é um espaço de Hilbert e escrevemos o produto interno por

〈x, y〉 = ξ1.η1 + ξ2.η2 . . . , ξn.ηn (2.4)

onde x = (ξj) = (ξ1, . . . , ξn) e y = (ηj) = (η1, . . . , ηn),
de fato, de (2.4) obtemos

‖x‖1 = 〈x, x〉1/2 = (ξ1
2 + . . .+ ξn

2)
1/2

e a métrica euclidiana é definida por

d(x, y) = ‖x− y‖ = 〈x− y, x− y〉1/2 = [(ξ1 − η1)
2 + . . .+ (ξn − ηn)

2]
1/2

.

A completeza de Rn foi provada na seção (1.1.1).

2.2.2 Espaço sequência �2

Demonstração. O espaço �2 é um espaço de Hilbert com o produto interno denotado por

〈x, y〉 =
∞∑
j=1

ξjηj (2.5)

a convergencia desta série segue apartir da desigualdade de Cauchy Schwarz (4.5) do
Apêndice.Provar que

〈x, y〉 =
∞∑
j=1

ξjηj < ∞

é dizer que f : �2×�2 → K está bem definida,ondeK é um corpo escalar de X. Assim,pela
desigualdade de Cauchy Schwarz (4.5) do apêndice

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

ξjηj

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
j=1

|ξjηj| ≤

√√√√
∞∑
k=1

|ξk|2
√√√√

∞∑
m=1

|ηm|2

uma vez que

∞∑
k=1

|ξk|2 < ∞

e
∞∑

m=1

|ηm|2 < ∞

onde ξj, ηj ∈ �2 concluimos que

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

ξjηj

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
j=1

|ξj.ηj| < ∞
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c) 〈x, αy + βz〉 = α 〈x, y〉+ β 〈x, z〉;

Demonstração. a) Utilizando as ropriedades (IP1) e (IP2) sucessivamente obtemos

〈αx+ βy, z〉 = 〈αx, z〉+ 〈βy, z〉 = α 〈x, z〉+ β 〈y, z〉 .

b) Usando as propriedades (IP3), (IP2) e novamente a propriedade (IP3) nesta mesma
ordem obtemos

〈x, αy〉 = 〈αy, x〉 = α 〈y, x〉 = α 〈x, y〉

completando a prova .

c) De modo semelhante,porém com as propriedades (IP3), (IP1), (IP2) e (IP3) obtemos
〈x, αy + βz〉 = 〈αy + βz, x〉 = 〈αy, x〉 + 〈βz, x〉 = α 〈y, x〉 + β 〈z, x〉 = α 〈x, y〉 +
β 〈x, z〉
completando a prova.

Essas fórmulas são fundamentais e vamos utilizar com bastante frequência. a) mostra
que o produto é linear no primeiro fator.Mostraremos agora atravez de um cálculo simples
com o uso das propriedades aqui apresentadas,que a norma proveniente de um produto
interno satisfaz a importante igualdade do paralelogramo

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2). (2.3)

De (2.1)
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉+ 〈x− y, x− y〉

aplicando as propriedades (IP1) ,(IP2)e (IP3) no segundo membro da igualdade anterior
obtemos

〈x+ y, x+ y〉+ 〈x− y, x− y〉 = 〈x, x+ y〉+ 〈y, x+ y〉+ 〈x, x− y〉 − 〈y, x− y〉

= 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉+ 〈x, x〉 − 〈y, x〉 − (〈y, x〉 − 〈y, y〉)
novamente de (2.1) e (IP3) vamos ter

= ‖x‖2 + 2 〈x, y〉+ ‖y‖2 + ‖x‖2 − 2 〈x, y〉+ ‖y‖2

= 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2

= 2(‖x‖2 + ‖y‖2)
completando a prova.

2.1.1 Ortogonalidade

Definição 2.1.2. Um elemento x de um espaço com produto interno X é dito ortogonal
a um elemento y ∈ X se

〈x, y〉 = 0.

Se x e y são ortogonais escrevemos x⊥y . Similarmente, para A,B ⊂ X escrevemos
x⊥A se x⊥a para todo a ∈ A e A⊥B se a⊥b para todo a ∈ A e para todo b ∈ B.
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2.3.2 Espaço C[a, b]

Demonstração. O espaço C[a, b] não é um espaço com produto interno, portanto não é
um espaço de Hilbert. Mostraremos que a norma definida por

‖x‖ = max
t∈J

|x(t)| J = [a, b]

não pode ser obtida a partir de um produto interno, uma vez que esta norma não satisfaz
a igualdade do paralelogramo (2.3).De fato, se considerarmos

x(t) = 1

e
y(t) = (t− a)/(b− a)

como

x(t) + y(t) = 1 +
(t− a)

(b− a)
=

(b+ t− 2a)

(b− a)

x(t)− y(t) = 1− (t− a)

(b− a)
=

(b− t)

(b− a)

logo

‖x+ y‖ = max
t∈J

∣∣∣∣
(b+ t− 2a)

(b− a)

∣∣∣∣ = max
t∈J

∣∣∣∣
(2b− 2a)

(b− a)

∣∣∣∣ = max
t∈J

∣∣∣∣
(2(b− a))

(b− a)

∣∣∣∣

= max
t∈J

|2| = 2

‖x− y‖ = max
t∈J

∣∣∣∣
(b− t)

(b− a)

∣∣∣∣ = max
t∈J

∣∣∣∣
(b− a)

(b− a)

∣∣∣∣
= max

t∈J
|1| = 1

‖x‖ = max
t∈J

|1| = 1

‖y‖ = max
t∈J

∣∣∣∣
(t− a)

(b− a)

∣∣∣∣ = max
t∈J

∣∣∣∣
(b− a)

(b− a)

∣∣∣∣ = 1

temos
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 4 + 1 = 5

e
2(‖x‖2 + ‖y‖2) = 2(1 + 1) = 4 �= 5

completando a prova.
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isto é, a série é absolutamente convergente, portanto,

∞∑
j=1

ξjηj < ∞ .

A norma está definida por

‖x‖ = 〈x, x〉1/2 = (
∞∑
j=1

|ξj|2)
1/2

.

A completeza deste espaço se observa a partir da completesa de lp que está na seção
(1.1.2), basta considerar o caso p = 2.

2.3 Exemplos de espaços que não são de Hilbert

2.3.1 Espaço �p com p �= 2

Demonstração. O espaço lp com p �= 2 não é um espaço com produto interno,portanto
não é um espaço de Hilbert. Nossa afirmação se dá pelo fato de que a norma de �p com
p �= 2 não pode ser obtida apartir de um produto interno. Provamos isto mostrando que
a norma não satisfaz a igualdade do paralelogramo (2.3).De fato,considerando

x = (1, 1, 0, 0, 0, · · · ) ∈ �p e y = (1,−1, 0, 0, 0, . . . ) ∈ �p e calculando

‖x‖ = (|1|p + |1|p)1/p = 21/p

e
‖y‖ = (|1|p + |−1|p)1/p = 21/p.

De onde temos
‖x+ y‖ = (|1 + 1|p + |1− 1|p)1/p = (2p)1/p = 2

‖x− y‖ = (|1− 1|p + |1− (−1)|p)1/p = (2p)1/p = 2

observando que

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 8

e

2(‖x|2 + ‖y‖2) = 2[(21/p)
2
+ (21/p)

2
] = 2(22/p + 22/p) = 2(2.22/p) = 2(2(2/p)+1) = 2(2/p)+2

= 2(2+2p)/p

Logo para p �= 2, �p é um espaço de Banach ,mas não é um espaço de Hilbert. O mesmo
é válido para o espaço do próximo exemplo.
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é válido para o espaço do próximo exemplo.
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|〈x, y〉|2 ≤ ‖x‖2 . ‖y‖2 ⇒ |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ . ‖y‖.

A igualdade vale se, e somete se y = 0 ou 0 = ‖x− αy‖2, dáı x − αy = 0 ⇒ x = αy
que mostra a dependência linear.

b) Temos:
‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x+ y〉+ 〈y, x+ y〉

= 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉

= ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈x, y〉+ ‖y‖2.

Pela desigualdade de Schwarz

|〈x, y〉| = |〈y, x〉| ≤ ‖x‖ . ‖y‖ .

Assim

‖x+ y‖2≤ ‖x‖2 + 2 |〈x, y〉|+ ‖y‖2≤ ‖x‖2 + 2 ‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2

considerando a raiz quadrada em ambos os membros temos

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

Lema 2.4.2. (Continuidade do produto interno)
Se em um espaço com produto interno tivermos xn → x e yn → y então 〈xn, yn〉 →

〈x, y〉

Demonstração. Temos que

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| = |〈xn, yn〉 − 〈xn, y〉+ 〈xn, y〉 − 〈x, y〉|

proseguindo temos pela desigualdade triangular que

|〈xn, yn〉 − 〈xn, y〉+ 〈xn, y〉 − 〈x, y〉| ≤ |〈xn, yn − y〉|+ |〈xn − x, y〉| .

Finalmente pela desigualdade de Schwarz (2.6) obtemos,

|〈xn, yn − y〉|+ |〈xn − x, y〉| ≤ ‖xn‖ ‖yn − y‖+ ‖xn − x‖ ‖y‖ → 0

pois yn − y → 0 e xn − x → 0 quando n → ∞ e xn e yn são limitadas. Portanto,

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| → 0

quando n → ∞, isto é, 〈xn, yn〉 → 〈x, y〉 como queŕıamos.
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2.4 Propriedades adicionais de espaços com produto

interno

Antes de tudo devemos verificar que (2.1) define uma norma. As propriedades (N1) e
(N2) seguem de (IP4). De fato,

‖x‖2 = 〈x, x〉 ≥ 0 e ‖x‖2 = 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0.

Além disso, (N3), é obtido através da ultilização de (IP2) e (IP3). De fato,

‖αx‖2 = 〈αx, αx〉 = α 〈x, αx〉 = αα 〈x, x〉 = |α|2 . ‖x‖2 .

Finalmente,(N4) está incluido no

Lema 2.4.1. Desigualdade de Schwarz e Desigualdade triangular. Um produto
interno e sua correspondente norma satisfaz as desigualdades seguintes:

a)
|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ . ‖y‖ (Desigualdade de Schwarz) (2.6)

onde o sinal de igualdade vale se, e somente se o conjunto {x, y} é Linarmente Depen-
dente.

b)
‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .(Desigualdade triangular) (2.7)

onde o sinal de igualdade vale se e somente se y = 0 ou x = c.y com c ≥ 0 e c ∈ R.

Demonstração.

a) Se y = 0, então (2.6) vale pois 〈x, 0〉 = 0. Seja y �= 0. Para um escalar α temos

0 ≤ ‖x− αy‖2 = 〈x− αy, x− αy〉

= 〈x, x− αy〉+ 〈−αy, x− αy〉

e usando as propriedades do produto interno obtemos

= 〈x, x〉+ 〈−αy, x〉 − α 〈x, y〉+ α2 〈y, y〉

Logo
= 〈x, x〉 − α 〈y, x〉 − α[〈y, x〉 − α 〈y, y〉]

Vemos que a ultima espressão entre colchetes é zero se escollhermos

α =
〈y, x〉
〈y, y〉

A desigualdade restante é

0 ≤ 〈x, x〉 − 〈y, x〉 . 〈x, y〉
〈y, y〉

= ‖x‖2 − |〈x, y〉|2

‖y‖2

Aqui utilizou-se 〈x, y〉 = 〈x, y〉. Multiplicando por ‖y‖2, e transferindo o último termo
para o primeiro membro e tomando a raiz quadrada obtemos:
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|〈x, y〉|2 ≤ ‖x‖2 . ‖y‖2 ⇒ |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ . ‖y‖.

A igualdade vale se, e somete se y = 0 ou 0 = ‖x− αy‖2, dáı x − αy = 0 ⇒ x = αy
que mostra a dependência linear.

b) Temos:
‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x+ y〉+ 〈y, x+ y〉

= 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉

= ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈x, y〉+ ‖y‖2.

Pela desigualdade de Schwarz

|〈x, y〉| = |〈y, x〉| ≤ ‖x‖ . ‖y‖ .

Assim

‖x+ y‖2≤ ‖x‖2 + 2 |〈x, y〉|+ ‖y‖2≤ ‖x‖2 + 2 ‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2

considerando a raiz quadrada em ambos os membros temos

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

Lema 2.4.2. (Continuidade do produto interno)
Se em um espaço com produto interno tivermos xn → x e yn → y então 〈xn, yn〉 →

〈x, y〉

Demonstração. Temos que

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| = |〈xn, yn〉 − 〈xn, y〉+ 〈xn, y〉 − 〈x, y〉|

proseguindo temos pela desigualdade triangular que

|〈xn, yn〉 − 〈xn, y〉+ 〈xn, y〉 − 〈x, y〉| ≤ |〈xn, yn − y〉|+ |〈xn − x, y〉| .

Finalmente pela desigualdade de Schwarz (2.6) obtemos,

|〈xn, yn − y〉|+ |〈xn − x, y〉| ≤ ‖xn‖ ‖yn − y‖+ ‖xn − x‖ ‖y‖ → 0

pois yn − y → 0 e xn − x → 0 quando n → ∞ e xn e yn são limitadas. Portanto,

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| → 0

quando n → ∞, isto é, 〈xn, yn〉 → 〈x, y〉 como queŕıamos.
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2.4 Propriedades adicionais de espaços com produto

interno

Antes de tudo devemos verificar que (2.1) define uma norma. As propriedades (N1) e
(N2) seguem de (IP4). De fato,
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dente.

b)
‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .(Desigualdade triangular) (2.7)

onde o sinal de igualdade vale se e somente se y = 0 ou x = c.y com c ≥ 0 e c ∈ R.

Demonstração.

a) Se y = 0, então (2.6) vale pois 〈x, 0〉 = 0. Seja y �= 0. Para um escalar α temos

0 ≤ ‖x− αy‖2 = 〈x− αy, x− αy〉

= 〈x, x− αy〉+ 〈−αy, x− αy〉

e usando as propriedades do produto interno obtemos

= 〈x, x〉+ 〈−αy, x〉 − α 〈x, y〉+ α2 〈y, y〉

Logo
= 〈x, x〉 − α 〈y, x〉 − α[〈y, x〉 − α 〈y, y〉]

Vemos que a ultima espressão entre colchetes é zero se escollhermos
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e temos,

f(z0)

‖z0‖2
· 〈x, z0〉 =

f(z0)

‖z0‖2
· 〈z0, x〉

=

〈
f(z0)

‖z0‖2
· z0, x

〉

=

〈
x,

f(z0)

‖z0‖2
· z0

〉

e podemos escrever apartir de (2.8)

z =
f(z0)

‖z0‖2
· z0. (2.13)

Como x ∈ H, e é arbitrário, (2.8) está provado, isto é, temos a igualdade,

f(x) = 〈x, z〉 ∀ x ∈ H. (2.14)

Observação 2.1. Note que o vetor em (2.13) não depende de x.

2a Etapa: Unicidade do vetor z.

Suponhamos que existam z1 e z2 vetores em H tal que

f(x) = 〈x, z1〉 = 〈x, z2〉 ∀ x ∈ H (2.15)

dáı
〈x, z1〉 − 〈x, z2〉 = 0 ∀ x ∈ H. (2.16)

Assim,

〈x, z1〉 − 〈z2, x〉 = 〈x, z1〉+ 〈−z2, x〉
= 〈z1, x〉+ 〈−z2, x〉
= 〈z1 − z2, x〉
= 〈x, z1 − z2〉 = 0 ∀ x ∈ H.

Em partcular para x = z1 − z2 temos

〈z1 − z2, z1 − z2〉 = ‖z1 − z2‖2 = 0.

Portanto,
z1 = z2,

isto prova a unicidade de z.

3a Etapa: Igualdade das Normas.

Se f = 0 então z = 0 e 2.9 vale. Seja f �= 0 então z �= 0 .De (2.8) com x = z e da
limitação de f segue,

‖z‖2 = 〈z, z〉 = f(z) ≤ ‖f‖ · ‖z‖ . (2.17)

dividindo por ‖z‖ �= 0 segue
‖z‖ ≤ ‖f‖ (2.18)

28

2.4.1 Representação de funcionais em espaços de Hilbert

Teorema 2.4.1. (Teorema da Representação de Riesz em Hilbert) Todo fun-
cional linear limitado f definido em um espaço de Hilbert H pode ser representado da
forma

f(x) = 〈x, z〉 ∀ x ∈ H. (2.8)

onde z é único e depende de f ,e ainda

‖z‖ = ‖f‖ . (2.9)

Iremos dividir a demonstração em três etapas:

1a Etapa: Representação do funcional.

Se f = 0, de (2.8) e (2.9) temos z = 0.
Se f �= 0, como N(f) é um subespaço vetorial (pelo teorema (4.6.2)) e fechado (pelo

corolário 1) de H, f �= 0 implica N(f) �= H. Dáı pelo teorema (4.6.1)

H = N(f)⊕N(f)⊥

e N(f)⊥ �= {0}; pois se N(f)⊥ = {0} teriamos H = N(f) absurdo, logo existe z0 �= 0
com z0 ∈ N(f)⊥ fixando um x ∈ H, considere,

v = f(x) · z0 − f(z0) · x. (2.10)

Aplicando f obtemos,

f(v) = f(f(x) · z0 − f(z0) · x)
= f(f(x) · z0)− f(f(z0) · x)

como f(x) é constante pois x é fixo, temos

f(v) = f(x) · f(z0)− f(z0) · f(x) = 0 (2.11)

isto mostra que v ∈ N(f), e temos que v⊥z0, pois v ∈ N(f) e z0⊥N(f), devido z0 ∈
N(f)⊥ isto implica que 〈v, z0〉 = 0, com isso temos,

0 = 〈v, z0〉 = 〈f(x)z0 − f(z0)x, z0〉
= 〈f(x) · z0, z0〉 − 〈f(z0)x, z0〉
= f(x) 〈z0, z0〉 − f(z0) 〈x, z0〉
= f(x)||z0||2 − f(z0) 〈x, z0〉

e como z0 �= 0 podemos concluir

f(x) =
f(z0)

‖z0‖2
· 〈x, z0〉 (2.12)
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Caṕıtulo 3

Teorema do Ponto Fixo de Banach

Um teorema de ponto fixo é um resultado que estabelece condições para que exista um
elemento x do domı́nio de T , tal que T (x) = x. Na aplicação a ser apresentada ele nos
ajudará a mostrar a existência e unicidade da solução de uma equação diferencial.

Definição 3.0.1. Um ponto fixo de uma aplicação T : X → X é um ponto x ∈ X tal que
Tx = x .

Definição 3.0.2. Seja (X, d) um espaço métrico.Uma aplicação T : X → X é chamada
uma contração sobre X se existe 0 < α < 1 tal que

d(T (x), T (y)) ≤ α d(x, y) (3.1)

Teorema 3.0.2. (Ponto Fixo de Banach). Seja (X, d) um espaço métrico com-
pleto.Se a aplicação T : X → X é uma contração, então T possui um, e somente um,
ponto fixo em X.

Demonstração. Construiremos uma sequência (xn) e mostraremos que é de Cauchy, logo
convergente pela definição (1.1.1) e então provaremos que seu limite é um ponto fixo de
T . Escolhendo x0 ∈ X e definindo a ”sequência iterativa”(xn) por

x0, x1 = T (x0), x2 = T (x1), . . . , xn = T (xn−1), . . . , xn+1 = T (xn), . . . (3.2)

Usando o fato de T ser contração temos

d(xm+1, xm) = d(Txm, Txm−1)

≤ α d(xm, xm−1) = α d(Txm−1, Txm−2)

Usando sucessivamente (3.1) encontramos

≤ α2 d(xm−1, xm−2)

. . . ≤ αm d(x1, x0) (3.3)

Usando agora a desigualdade triangular temos para n > m

d(xm, xn) ≤ d(xm, xm+1) + d(xm+1, xm+2) + . . .+ d(xn−1, xn)
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Vamos mostrar agora ‖f‖ ≤ ‖z‖, de (2.8) e da desigualdade de Schwarz (2.6), temos

|f(x)| = |〈x, z〉| ≤ ‖x‖ · ‖z‖ , (2.19)

isto implica
‖f‖ = sup

‖x‖=1

|〈x, z〉| ≤ ‖z‖ (2.20)

de (2.18) e (2.20) conclúımos
‖f‖ = ‖z‖ .

Lema 2.4.3. Se 〈v1, w〉 = 〈v2, w〉 para todo w no espaço com produto interno X, então
v1 = v2, em particular, 〈v1, w〉 = 0 para todo w ∈ X implica v1 = 0.

Demonstração. Para todo w ∈ X,

〈v1 − v2, w〉 = 0. (2.21)

para w = v1 − v2 segue
‖v1 − v2‖2 = 0.

Assim v1 − v2 = 0, então v1 = v2. Em particular, 〈v1, w〉 = 0 com w = v1, dáı

‖v1‖2 = 0,

então v1 = 0.
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Demonstração. Se φ é solução do problema de valor inicial,(3.4)-(3.5),então pelo teorema(4.6.3)
∫ x

x0

φ′dx =

∫ x

x0

f(x, φ)dx = φ(x)− φ(x0)

⇒ φ(x) = φ(x0) +

∫ x

x0

f(s, φ(s))ds x ∈ I

isto é, φ é solução da equação integral (3.6).Reciprocamente se φ : I → R é uma função
cont́ınua que é solução da equação integral (3.6),então,pelo teorema (4.6.3)do apêndice,
φ é diferenciavel e

φ(x) = φ(x0) +

∫ x

x0

f(s, φ(s))ds ⇒ φ′(x) = f(x, φ(x))

e portanto, φ é solução de (3.4)-(3.5).

Lema 3.1.2. Seja f : Ω → R uma função cont́ınua definida em um aberto Ω do plano
(x, y) tal que a derivada parcial fy : Ω → R seja cont́ınua também.Dado um subconjunto
limitado Ω0 ⊂ Ω0 ⊂ Ω existe uma constante k > 0 tal que

|f (x, y1)− f (x, y2)| ≤ k |y1 − y2| para todos (x, y1) (x, y2) ∈ Ω0. (3.7)

Demonstração. Seja δ ≤ dist(Ω0, ∂Ω), designemos por Ωδ =
{
(x, y) ∈ Ω : dist((x, y),Ω0) <

δ
2

}
uma (δ/2)-vizinhança de Ω0. Dados (x, y1), (x, y2) ∈ Ω0 com |y1 − y2| < δ, temos que o
segmento [x, λy1 + (1− λ)y2], 0 ≤ y ≤ 1, está contido em Ωδ.Aplicando o teorema (4.6.8)
do apêndice,obtemos

f(x, y1)− f(x, y2) = fy(x, ξ)(y1 − y2) y1 > y2 (3.8)

Onde ξ está no segmento descrito acima.Usando

M1 = max
{
|fy(x, y)| : (x, y) ∈ Ωδ

}

obtemos de (3.8)

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ M1 |y1 − y2|
que é válida para (x, y1), (x, y2) ∈ Ω0 com |y1 − y2| < δ.Para os pontos com |y1 − y2| ≥

δ, a estimativa abaixo se verifica

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ 2M ≤ 2M

δ
|y1 − y2| ,

onde M é o max |f(x, y)| para (x, y) ∈ Ω0. Logo,para obter (3.7) basta tomar K =
max

{
M1,

2M
δ

}
.

Teorema 3.1.1. Teorema de Existência e Unicidade Seja f : Ω → R uma função
cont́ınua definida num aberto Ω do plano (x,y).Suponhamos que a derivada parcial com
relação a segunda variavel, fy : Ω → R, seja cont́ınua também.Então,para cada (x,y) ∈
Ω,existem um intervalo aberto I contendo x0 e uma única função diferenciavel φ : I → R

com (x, φ(x)) ∈ Ω, para todo x ∈ I, que é solução do problema de valor inicial (P.V.I.)
(3.4)-(3.5).
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≤ αmd(x1, x0) + αm+1d(x1, x0) + . . . αn−1d(x1, x0)

De (3.3)
≤ (αm + αm+1 + . . . αn−1)d(x1, x0)

e usando a fórmula para a soma da progressão geométrica temos

= αm · 1− αn−m

1− α
d(x1, x0)

Como (1− αn−m) ≤ 1

d(xm, xn) ≤
αm

1− α
d(x1, x0)

e como αn → 0 quando n → ∞ , segue que (xn) é de Cauchy.
Como o espaço métrico é completo segue que (xn) é convergente, digamos xn →

x.Vejamos que este limite é um ponto fixo de T . Da desigualdade triangular e por (3.1)

d(x, Tx) ≤ d(x, xn) + d(xn, Tx)

≤ d(x, xn) + αd(xn−1, x) → 0

quando n → ∞.Implicando que
d(x, Tx) = 0

logo x = Tx. Para provar a unicidade vamos supor que existam x = Tx e y = Ty tais
que x �= y dáı

d(x, y) = d(Tx, Ty) ≤ αd(x, y) ⇒ d(x, y)(1− α) ≤ 0

como α < 1 temos d(x, y) = 0,isto é, x = y. como queŕıamos.

3.1 Teorema de Existência e Unicidade

Neste caṕıtulo, será demonstrado um Teorema que dá condições suficientes para a
existência e unicidade de solução do problema de valor inicial. Um resultado dessa natu-
reza é importante para que se afirme que, mediante certas condições, a região está coberta
por curvas integrais. Antes, vamos demonstrar alguns resultados preliminares.

Lema 3.1.1. Seja f : Ω → R uma função cont́ınua definida num aberto Ω do plano
(x,y).Então,uma função diferenciavel φ : I → R, é uma solução do problema de valor
inicial

y′ = f(x, y) (3.4)

y(x0) = y0 (3.5)

se e somente se for solução da equação integral

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y (s))ds, x ∈ I (3.6)
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Demonstração. Se φ é solução do problema de valor inicial,(3.4)-(3.5),então pelo teorema(4.6.3)
∫ x
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x0
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∫ x

x0
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2
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≤
∫ x

x0

K |g1(s)− g2(s)| ds = K

∫ x

x0

|g1(s)− g2(s)| ds ≤ K |x− x0|max |g1(s)− g2(s)|

≤ Kā d(g1, g2)

e portanto
d(φ(g1), φ(g2)) ≤ Kā d(g1, g2).

Concluimos que φ é uma contração se Kā < 1.Logo basta tomar ā < 1
K
.E o teorema fica

demonstrado com I = (x− ā, x+ ā).
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Demonstração. O primeiro passo da demonstração deste teorema é a transformação do
problema de valor inicial no problema de resolução de uma equação integral,o que se faz
no lema (3.1.1)

Concentremos agora na resolução da equação integral (3.6) .Dado (x0, y0) ∈ Ω ,tome-
mos a e b positivos tais que o retângulo

B = {(x, y); |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b} (3.9)

esteja contido em Ω. Como f é cont́ınua e B é compacto,temos que f é limitada em B;seja

M = max {|f(x, y)| : (x, y) ∈ B}

Sejam

0 < ā ≤ min

{
a,

b

M

}

e
Jā = [x0 − ā, x0 + ā] .

Seja C o conjunto de todas as funções cont́ınuas g : Jā → R tais que g(x0) = y0 e
|g(x)− y0| ≤ b.Graficamente queremos em C as funções cont́ınuas cujos gráficos passem
pelo ponto (x0, y0) e que estejam contidas no retangulo B. Segue da álgebra das funções
cont́ınuas ,que podemos definir a seguinte métrica em C

d(g1, g2) = max {|g1(x)− g2(x)| : x ∈ Jā}

Já vimos que C é um espaço métrico completo em (1.1.3).Assim, voltemos à consideração
da equação integral (3.6).Consideremos a função φ definida em C em que cada y ∈ C
associa a função

g(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y (s))ds.

Observe que g(x) é uma função cont́ınua para x ∈ Jā,que g(x0) = y0 e que

|g(x)− y0| =
∣∣∣∣y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s))ds− y0

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ x

x0

f(s, y(s))ds

∣∣∣∣ ≤
∫ x

x0

|f(s, y(s))| ds

≤ M(x− x0) ≤ M |x− x0| ≤ Ma ≤ b

e consequentemente g ∈ C .Logo φ é definida de C em C.
A equação integral (3.6) pode ser escrita na forma funcional

y = φ(y).

Portanto as soluções de (3.6) são os pontos fixos de φ.A ideia agora é usar o teorema
do ponto fixo de Banach.Afim de aplicar este teorema ao problema que estamos estu-
dando,resta apenas verificar se φ é uma contração. Para tal escrevemos:

|φ(g1(x))− φ(g2(x))| =
∣∣∣∣
∫ x

x0

[f(s, g1(s))− f(s, g2(s))]ds

∣∣∣∣ (3.10)

Para estimar o integrando no segundo membro de (3.10),usamos Lema (3.1.2) e a desi-
gualdade (4.9) do Apêndice ,obtendo

|φ(g1(x))− φ(g2(x))| =
∣∣∣∣
∫ x

x0

[f(s, g1(s))− f(s, g2(s))]ds

∣∣∣∣ ≤
∫ x

x0

|f(s, g1(s))− f(s, g2(s))| ds

33



≤
∫ x

x0

K |g1(s)− g2(s)| ds = K

∫ x

x0

|g1(s)− g2(s)| ds ≤ K |x− x0|max |g1(s)− g2(s)|
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Teorema 4.1.2. Toda sequência convergente em um espaço métrico é de cauchy.

Teorema 4.1.3. Toda sequência convergente é limitada.

4.2 O espaço Euclidiano Rn

Definição 4.2.1. O Espaço Euclidiano Rn

Este espaço é obtido se considerarmos o conjunto X de todas as n-úplas de números
reais, escrito

x = (ξj), y = (ηj)

com 1 ≤ j ≤ n e as normas definidas por

‖x‖1 =

(
n∑

i=1

ξi
2

)1/2

=
√

(ξ1)2 + ...+ (ξn)2. (4.1)

‖x‖2 = max
1≤i≤n

{|ξi|}. (4.2)

‖x‖3 =
n∑

i=1

|ξi| . (4.3)

4.3 O espaço l∞

Definição 4.3.1. O Espaço l∞

Este é o Espaço de todas as sequências limitadas de números reais, isto é, cada ele-
mento de l∞ é uma sequência de números reais

x = (ξj)

tal que para todo j = 1, 2, ... temos

‖ξj‖ ≤ cx

onde cx é um número real que pode depender de x, mas não depende de j.

4.4 O espaço lp

Definição 4.4.1. Seja p ≥ 1 um número real fixado.Por definição,cada elemento do
espaço lp é uma sequência x = (ξj) = (ξ1, ξ2, ...) tal que

∞∑
j=1

|ξj|p < ∞ (4.4)

4.5 O espaço de funções C[a, b]

Definição 4.5.1. Este é o espaço de funções reais cont́ınuas no compacto J = [a, b].
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Caṕıtulo 4

Apêndice

4.1 Espaços Métricos

Definição 4.1.1. Espaços Métricos:
Uma métrica num conjunto X é uma função d: X ×X → R, que associa a cada par

ordenado de elementos x, y ∈ X um número real d(x, y), chamado a distância de x a y,
de modo que sejam satisfeitas as seguintes condições para quaisquer x, y, z ∈ X:

d1) d(x, x) = 0;

d2) Se x �= y, então d(x, y) ≥ 0;

d3) d(x, y) = d(y, x);

d4) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Os postulados d1) e d2) dizem que d(x, y) ≥ 0 e que d(x, y) = 0 se, e somente se, x = y.
O postulado d3) afirma que a distância d(x, y) é uma função simétrica das variáveis x, y.
A condição d4) chama-se desigualdade triangular. Ela tem origem no fato de que, no
plano euclidiano, o comprimento de um dos lados de um triângulos não excede a soma
dos outros dois.

Um espaço métrico é uma par (X, d), onde X é um conjunto e d é uma métrica em
X, ou simplesmente denotamos por X.

Definição 4.1.2. Sequência em espaços métricos.
Seja (xn) uma sequência num espaço métrico M.Diz-se que o ponto a ∈ M é limite da

sequência (xn) quando,para todo número ε > 0 dado arbitrariamente,pode-se obter n0 ∈ N
tal que n > n0 ⇒ d(xn, a) < ε.Escreve-se então a = lim xn.Diz-se também que xn tende
para a e escreve-se ainda xn → a

Definição 4.1.3. Sequências de Cauchy. Uma sequência (xn) num espaço métrico
M chama-se uma sequência de Cauchy,quando,para todo ε > 0 dado, existe n0 ∈ N tal
que m,n > n0 ⇒ d(xm, xn) < ε.

Teorema 4.1.1. Toda sequência de Cauchy de números reais é convergente.
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Definição 4.6.4. (Soma Direta) Um espaço vetorial H é dito ser uma soma direta dos
subespaços Y e Z de H e escrevemos

H = Y ⊕ Z

se cada x ∈ H tem uma única representação da forma

x = y + z

com y ∈ Y E z ∈ Z.

Definição 4.6.5. O Complemento ortogonal de um subespaço Y de H,denotado por
Y ⊥ é o conjunto

Y ⊥ = {z ∈ H; z⊥Y }

Teorema 4.6.1. (Soma Direta) Seja Y um subespaço fechado de um espaço de Hilbert
H.Então

H = Y ⊕ Y ⊥

Teorema 4.6.2. (Núcleo e espaço nulo) Seja T um operador. Então:

a) A imagem R(T ) é um espaço vetorial;

b) Se dimD(T ) = n < ∞, dimR(T ) ≤ n;

c) O espaço nulo N(T ) é um espaço vetorial;

Teorema 4.6.3. (Teorema fundamental do cálculo) Seja f : I → R cont́ınua no
intervalo I.As seguintes afirmações a respeito de uma função F : I → R são equivalentes:

(1) F é uma integral indefinida de f, isto é, existe a ∈ I tal que F (x) = F (a)+
∫ x

a
f(t)dt,

para todo x ∈ I.

(2) F é uma primitiva de f, isto é,F ′(x) = f(x) para todo x ∈ I.

Teorema 4.6.4. (Weiertrass) Seja f : X → R cont́ınua no conjunto compacto
X ⊂ R.Existem x0 e x1 ∈ X tais que

f(x0) ≤ f(x) ≤ f(x1)

para todo x ∈ X.

Teorema 4.6.5. (Composição de funções cont́ınuas) Dada f : X → R cont́ınua
no ponto a ∈ X,g : y → R cont́ınua no ponto b = f(a) ∈ Y e f(X) ⊂ Y , de modo que a
composta g ◦ f esteja bem definida.Então g ◦ f é cont́ınua no ponto a.

Corolário 2. .Se f : [a, b] → R é integrável e |f(x)| ≤ K para todo x ∈ [a, b] então∣∣∣∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣ ≤ K(b− a)
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4.6 Alguns resultados importantes

D1) Desigualdade de Cauchy-Schwarz;

Sejam (ξj) ∈ l2 e (ηj) ∈ l2, temos

∞∑
j=1

|ξjηj| ≤

√√√√
∞∑
k=1

|ξk|2
√√√√

∞∑
m=1

|ηm|2 (4.5)

D2) Desigualdade de Hölder;

Sejam (ξj) ∈ lp e (ηj) ∈ lp, com p > 1 e 1
p
+ 1

q
= 1 temos

∞∑
j=1

|ξjηj| ≤

(
∞∑
k=1

|ξk|p
)1/p ( ∞∑

m=1

|ηm|q
)1/q

(4.6)

D3) Desigualdade de Minkowski.

(
∞∑
j=1

|ξj + ηj|

)1/p

≤

(
∞∑
k=1

|ξk|p
)1/p

+

(
∞∑

m=1

|ηm|p
)1/p

(4.7)

com (ξj) ∈ lp e (ηj) ∈ lp, e p ≥ 1

Definição 4.6.1. (Independencia linear)Dizemos que um conjunto L = {e1, · · · , en}
de vetores em um espaço vetorial X é linearmente independente se e somente se a igual-
dade do tipo

α1e1 + · · ·+ αnen = 0

com α1, α2, · · · , αn escalares só for posśıvel se α1 = α2 = · · · = αn = 0.

Definição 4.6.2. (Dependência linear )Dizemos que um conjunto L = {e1, · · · , en}
de vetores em um espaço vetorial X é linearmente dependente se e somente se L não é
Linearmente independente ,ou seja, é posśıvel uma igualdade do tipo

α1e1 + · · ·+ αnen = 0

sem que todos αj sejam iguais a zero.

Definição 4.6.3. Seja X um espaço veorial tal que dimX = n. Uma independencia linear
de n-uplas de vetores de X chamada de uma base para X. Se {e1, ..., en} é uma base para
X,então todo elemento x ∈ X possui uma única representação

x = α1e1 + · · ·+ αnen

Lema 4.6.1. (Combinações lineares)Seja {xl, · · · , xn} um conjunto linearmente in-
dependente de vetores em um espaço normado X(de dimensão n).Então existe um número
c > 0 tal que

‖ξ1e1 + ...+ ξnen‖ ≥ c(|ξ1|+ ...+ |ξn|) (4.8)
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de vetores em um espaço vetorial X é linearmente dependente se e somente se L não é
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[5] Lima,Elon Lages .Espaços Métricos.4. ed. Rio de Janeiro, Projeto Euclides,IMPA
2005.

40

Teorema 4.6.6. Se f : [a, b] → R é integrável então |f | é integravel e

∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)| dx (4.9)

Teorema 4.6.7. Toda função cont́ınua f : [a, b] → R é integrável

Teorema 4.6.8. (Teorema do Valor Médio de lagrange) Seja f : [a, b] → R

cont́ınua.Se f é derivável em (a,b),existe c ∈ (a, b) tal que

f ′(c)(b− a) = [f(b)− f(a)]

Definição 4.6.6. Uma uma sequência de funções fn : X → R converge uniformemente
para f : X → R quando para todo ε > o dado,existe n0 ∈ N(dependendo apenas de ε) tal
que n > n0⇒ |fn(x)− f(x)| < ε seja qual for x ∈ X.

Teorema 4.6.9. Se uma sequência de funções fn : X → R converge uniformemente para
f : X → R e cada fn é cont́ınua no ponto a ∈ X então f é cont́ınua no ponto a.
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