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PREFACIO

Inicialmente, destaco agradecimento aos autores deste livro (e-book) pelo convite
para prefacia-lo e, portanto, ser um dos primeiros leitores interessados pelo tema
a apreciar possibilidades de agdes, sustentadas por uma metodologia capaz de tornar o
processo de ensino e aprendizagem dindmicos aos conhecimentos prévios dos sujeitos

envolvidos.

A presente obra nomeada ANALISE DE MODELOS: Atividades de Matematica
para Sala de Aula é de autoria de quatro pesquisadores de instituigdes federais localizadas
no Estado do Para. O primeiro autor, o terceiro e o quarto sao professores da Universidade
Federal do Oeste do Para (UFOPA) e o segundo é professor do Instituto Federal de Educacao,
Ciéncia e Tecnologia do Para (IFPA). Esses pesquisadores, interessados pela Educacdo
Matematica e, em particular pela Modelagem Matematica no Contexto Educacional,
possuem um elo muito forte que considero ser um ponto importantissimo para comunhdo
das ideias que conduziram a escrita deste texto - todos possuem vasta experiéncia como
professores da Educagao Basica em escolas da Regido Amazonica.

Isto posto, os autores apresentam ao leitor o método intitulado Anélise de Modelos
(AnM), eficaz a execucdo de atividades, em sala de aula, ancoradas na Modelagem
Matematica. Principalmente para professores/ pesquisadores que estdo iniciando ou buscam
novas praticas acerca da Modelagem Matematica em Contexto Educacional. Portanto, a
AnM possui potencial de contribuir fortemente com professores da Educagdo Basica que
procuram métodos de ensino passiveis de serem conjugados com o limitado tempo desses

educadores.

Um importante diferencial desta obra é a “cor local” encontrada nas situagdes
construidas/adaptadas. Essa opcao em destacar cendrios e fendmenos da regido amazonica,
ao mesmo tempo que se aproxima de um publico que poucas vezes se “vé” em trabalhos
académicos, ndo inviabiliza generaliza¢des das situagdes propostas e apresenta aos leitores
de outras regides um pouco do Oeste do Para. Ademais, as pitadas de humor encontradas

em algumas situagdes possuem o potencial de suavizar a leitura, tornando-a mais fluida.

Ao finalizar este prefacio, faco votos de uma leitura prazerosa que oportunize
inspiracdo necessaria e suficiente para a¢des de pesquisas e/ou praticas que propiciem
momentos de descobertas e desenvolvimento do conhecimento matematico ensinado na
escola.

Rudinei Alves dos Santos

Santarém-PA

Janeiro de 2024







ANALISE DE MODELOS E O ENSINO DE
MATEMATICA

Abusca pela melhoria da qualidade do ensino de Matematica tem sido alvo
de muitos esforcos de professores, pesquisadores e especialistas da é&rea.
Como consequéncia pratica dessa busca, temos visto nos altimos anos o surgimento de
novas estratégias e métodos de ensino que visam essa melhoria. Uma dessas estratégias é
a Modelagem Matemitica (no contexto educacional) que, no Brasil, ja é conhecida h4 mais de

trés décadas.

Com a finalidade de auxiliar o professor na tarefa de tornar a Matematica escolar
mais significativa e motivadora a aprendizagem do estudante, a Modelagem Matematica
oportuniza uma interacao mais préxima da Matemaética com a realidade do estudante, pos-
sibilitando que ele consiga relacionar os assuntos estudados em sala de aula com as situagdes

reais de seu cotidiano e de seu interesse.

Alguns questionamentos, no entanto, tém sido levantados: Como implementar
a Modelagem Matematica na pratica em sala de aula? Quanto tempo deve durar uma
atividade Modelagem Matematica? Como lidar com os contetdos curriculares dentro
dessa metodologia? Quem deve ser o responsavel por definir os problemas (professor
ou estudantes)? Essas e outras indagagdes tém sido recorrentes entre professores que se
propdem a ir além de um conjunto de técnicas pouco flexiveis que apenas permitem ao
aluno obter uma solugao instrumental de exercicios como vemos hoje na maioria das escolas

em favor de uma opcdo pedagodgica mais criativa e motivadora.

Essas davidas, no entanto, apontam alguns obstadculos que podem dificultar a im-
plementacdo da Modelagem Matematica como estratégia regular de ensino, principalmente
na Educacao Basica. Bassanezi (2002) destaca como principais dificuldades nessa implemen-
tacdo, os seguintes obstaculos: pouco tempo para realizar as atividades; o cumprimento do
conteddo curricular em geral fica comprometido; inseguranca do professor na implementa-
¢do, seja por falta de conhecimento do processo ou por medo de se deparar com situagdes

embaragosas quanto as aplicagdes de Matematica em dreas que desconhece; etc.

Diante desses obstaculos, felizmente, varios modos de implementar/incentivar a
Modelagem Matematica em sala de aula tém sido propostos na tentativa de possibilitar
uma melhoria da qualidade do ensino dessa disciplina nas escolas, além de oportunizar

mais interacdo entre professores e estudantes envolvidos no processo. Um desses modos

de implementar/incentivar a Modelagem Matematica em sala de aula é a Andlise de Modelos




(AnM). Indicada, a principio, para o ensino superior como uma abordagem pedagogica que
faz uso de modelos matematicos ja existentes para introduzir um contetido novo (SOARES,
2012, 2015; SOARES; JAVARON]I, 2013), a AnM passou a ser concebida como um método de
ensino de Matematica na Educagao Basica (SOUSA, 2019).

Para Sousa (2019), a AnM, nessa perspectiva e nivel de ensino, agrega basicamente
trés principios essenciais que a caracterizam e servem como direcionamento no desenvolvi-

mento préatico das aulas. Sao eles:
1 - O uso de modelos matemdticos prontos;

2 - O uso de situagoes e/ou problemas da realidade;

3 - O desenvolvimento do conteuido curricular (e ndo curricular).

Sendo assim, a AnM permite o uso de modelos mateméticos em variados contextos,
em situacdes-problema potencialmente interessantes para os estudantes, além de oportunizar
um modo mais “seguro” de inicializacdo, pelo professor, no trabalho com Modelagem
Matematica em sala de aula, pois ndo provoca o distanciamento das dindmicas escolares
ja existentes, principalmente no que diz respeito ao ajuste da metodologia ao contetdo

curricular programatico.

Nessa perspectiva, portanto, a AnM é um método de ensino na Educagao Basica
que procura desenvolver o contetido curricular ao mesmo tempo que trata/discute de situa-

¢Oes-problema da realidade, seja do cotidiano, seja de outras dreas do conhecimento.

Emerson Silva de Sousa e outros




SUGESTOES PRATICAS

fim de contribuir para a pratica do professor de Matematica, tanto no plane-
Ajamento como na execucao da Andlise de Modelos, apresentamos a seguir o
desenvolvimento pratico de alguns contetidos especificos do Ensino Médio, cuja execucao é
sugerida em quatro etapas: 1*) Apresentacio das situacoes-problema; 2*) Exploragio e interpreta-

¢do; 3%) Desenvolvimento do contetido curricular e Resolugao; 4%) Aplicagio.

A 1% etapa do método AnM visa a compreensao das situagdes-problema dentro
do contexto apresentado e destaca a presenca de modelos matematicos nesse contexto.
Nessa etapa, ap6s e/ ou durante a apresentacao das situacdes-problema, em dialogo com os
estudantes, o professor pode incentivé-los a elencar as varidveis envolvidas (Identificando
Variaveis). Aqui também é oportunizada aos estudantes uma retomada inicial de conheci-

mentos prévios, tanto de contetdo curricular como de contetido extracurricular.

A 2% etapa do método objetiva levar os estudantes a relacionar e interpretar os
modelos matematicos dentro do contexto apresentado, de modo que possam compreender
o significado das varidveis envolvidas. Nessa etapa, em conjunto com os estudantes, além
do levantamento e elaboracao de problemas (Possiveis questoes), o professor também pode
propor as primeiras atividades a serem realizadas pelos estudantes (Tarefa 1: A¢des Explo-
ratorias). O objetivo aqui é tentar envolvé-los na exploragao da situagdo em estudo e do(s)

respectivo(s) modelo(s), além de preparar o “ambiente” para a 3% etapa.

A 3% etapa se refere a resolucdo de questdes levantadas (Tarefa 2: A¢des Exploraté-
rias), a0 mesmo tempo que se desenvolve o novo contetido curricular necessario para dar
conta destas e de outras questdes que, porventura, surjam. Esse conteado deve ser desen-
volvido de modo auténomo pelo professor, que pode ser iniciado a partir de discussdes
envolvendo os modelos matematicos relacionados a situagdo apresentada (Sugestdo de

Discussdes).

Por fim, a 4° etapa visa aplicar os modelos discutidos, tanto no contexto das situagdes
propostas inicialmente como na resolucao de novos problemas, em outros contextos. Nessa
etapa sao sugeridas algumas questdes relativas ao contetido curricular estudado (Questodes
de Aplicagao). Nessas questdes, os modelos matematicos estudados tém papel central em
sua resolugdo e interpretacdo, oportunizando, de modo geral, a consolidagdo do contetido

matemadtico introduzido, agora aprofundado e ampliado.

No presente livro (e-book), os contetidos escolhidos se referem ao 2° ano do Ensino

Meédio. Ressaltamos, porém, que os temas discutidos aqui sao muito mais amplos. Nao se




esgotam apenas com o que é apresentado e nem as situacdes selecionadas sao as tnicas
passiveis de serem consideradas. Apesar de elas estarem mais voltadas a realidade da
Regido Norte do Brasil, e nada impede que situagdes das demais regides brasileiras ou outros
modelos possam ser incorporados aqueles que estamos propondo. Ajustes, modificacdes,
acréscimos ou supressdes nos modelos sugeridos aqui podem vir a ocorrer, dependendo
dos objetivos propostos, das condi¢gdes de sua implementacdo ou do tempo disponivel.
Todas as nossas sugestdes gozam de elevada carga de flexibilidade e isso faz com que elas
nao se configurem como uma ferramenta de ensino estatica e de pouca adaptabilidade.
Além disso, na exploracdo dos modelos, muitas outras questdes podem surgir no decorrer

da prética em sala de aula e que, certamente, enriqueceriam ainda mais essas aplicagdes.

Emerson Silva de Sousa e outros




CAPITULO 1

CC2.1 - TRIGONOMETRIA NUM TRIANGULO
QUALQUER




Toépicos do Contetido Objetos de Conhecimento | Competéncia | Habilidade
e Lei dos Senos * Conhecimentos C2 H7, HS,
e Lei dos Cossenos geometricos 3 H9, H10,
e Conhecimentos H12, H13
algébricos

> Situacdo 2.1.1: Rio Tapajos... que imensiddo!
12 Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(IEZZI et al., 2016b, p. 36, adaptado). Lembra o professor Joao que levou seus alunos
para estudar Trigonometria em Alter-do-Chao? Pois é, além da altura da “serra Piroca”,
fizeram outras investigacdes. Uma delas foi estimar a largura do rio Tapajos em frente a vila.
A experiéncia exigiu bem mais dos estudantes, pois quase ndo da para ver o outro lado do

rio nesse trecho (veja figura abaixo).

Figura 1: Rio Tapajés em Alter-do-Chéao

Ilha do Amor Q
Alter do Chao

8
g
=

8

Fonte: https:/ /www.viajenaviagem.com /2017 /06 / alter-do-chao-duas-visitas/ e Google Maps.

Pararealizar essa investigacdo, o professor Jodo orientou os estudantes a construirem
um tridngulo ABC, procedendo da seguinte forma: No mesmo ponto inicial onde foi fixado

o teodolito no problema da altura da “serra Piroca”, identificou-se ai um ponto A. A partir

Emerson Silva de Sousa e outros
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desse ponto, mediu-se a distdncia de 500 m sobre a praia, onde fixou-se um outro ponto
(B). Olhando para o outro lado do rio, identificou-se um ponto de referéncia (C) e mediu-se

com o teodolito, a partir dos dois pontos na praia, os angulos A = 55,2° e B = 123,3° (figura

abaixo):
| Modelo 1
o Serra Pira-Oca
)
AQJ
\;ago
B
C
A
Alter-do-Chao

*© Tapajgg

&

Fonte: Adaptado a partir do Google Maps.

Identificacdo de Varidveis a partir da Situacao 2.1.1 (Sugestoes)

O lado BC do triangulo ABC (Modelo 1) indica a largura do Rio Tapajés que
queremos calcular, a qual serd representada pela variavel x. O lado AB do tridngulo
mede 500 m, estabelecido pelo grupo de estudantes na praia. Com o teodolito

fixado nos pontos 4 e B, encontrou-se os angulos A=552°eB =123,3°.

22 Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.1.1 (Sugestoes)

Que tipo de triangulo é esse (AABC)? Quanto vale o angulo €? De modo direto, da
para usar o teorema de Pitagoras para calcular da distancia BC? Por qué? E as razdes

trigonométricas (Seno, Cosseno, Tangente), podem ser usadas para resolver esse

problema? Como calcular essa distancia BC? etc.

Observacdo: Antes de propor a Tarefa 1 abaixo, o professor pode relembrar e

reforcar alguns resultados da Geometria Plana, como: “dngulos inscritos numa circunferén-

cia a partir de uma mesma corda tém medidas congruentes”; “todo tridngulo inscrito numa

semicircunferéncia é retangulo”; etc.
Tarefa sugerida ...

ANALISE DE MODELOS: ATIVIDADES DE MATEMATICA PARA SALA DE AULA




Tarefa 1: Agdes exploratorias (Situacao 2.1.1)

1) Calcular o valor do angulo C; 2) Calcular o seno dos angulos 4, B e € do triangulo
da situacdo apresentada (Modelo 1); 3) Representar o tridngulo da situacdo
apresentada (Modelo 1), inscrito numa circunferéncia, e tentar, a partir das
informacdes R1 - “angulos inscritos numa circunferéncia a partir de uma mesma
corda tém medidas congruentes”; R2 - “todo tridngulo inscrito numa
semicircunferéncia é retingulo”, expressar o sen(C); etc.

Observacao: No MAE referente a essa situagao (Situacao 2.1.1), para realizagao
do item 3 da Tarefa 1, o professor pode reservar na folha A4 disponibilizada, desenho de

circulos para os estudantes apenas desenharem (inscrito neles) o triangulo ABC (Modelo 1).

3? Etapa: Desenvolvimento do contetido curricular e Resolucao

Discussao em torno da Situacdo 2.1.1 (Sugestao)

A partir do resultado obtido na Tarefa 1, especialmente no item 3, o professor pode

propor que os estudantes repitam o mesmo procedimento, agora para expressar o

sen(A) e sen(B). A intensdo é fazer os estudantes expressarem as identidades
+\ _ BC =\ _ AC ~\ _ AB

sen(A) = ——, sen(B) = ——e sen(C) = - e perceberem que tem algo comum nessas

expressoes, isto é, 2R (lembrando que R é o raio da circunferéncia onde o tridngulo

ABC (Modelo 1) foi inscrito). Aqui se evidencia a necessidade da Lei dos Senos para
resolver problemas do tipo proposto inicialmente.

Observacao: Nesse momento devera ser desenvolvido (autonomia do professor) o
conteddo essencial sobre trigonometria num triangulo qualquer (Lei dos Senos) que atenda as

necessidades dos problemas propostos ...

Tarefa 2: Resolver os problemas da Situacdo 2.1.1 (Sugestdes)

Calcular a largura do rio Tapajoés a partir do ponto B na praia até o ponto C, tendo
conhecimento dos angulos A=552°eB =123,3° (usar a Lei dos Senos e fazer uso
de calculadora cientifica).

> Situacdo 2.1.2: Lago Verde... lindo de se vé!
1? Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(SMOLE; DINIZ, 2016a, p. 263, adaptado). Voltando-se para o outro lado da praia

(Alter-do-Chao), a vista agora é do belo Lago Verde (figura abaixo)! O professor Jodo propos,

Emerson Silva de Sousa e outros




entdo, que os estudantes calculassem a largura do lago, entre dois pontos das margens

opostas do lago que pudessem ser vistos de onde eles estavam, sem precisar ir 4.

Figura 2: Lago Verde a direita da praia em Alter-do-Chao

. 3 &‘A\ g B
Fonte: https:/ /¢1.globo.com/pa/santarem-regiao/noticia/2018 /12 /21 / alter-do-chao-no-pa-fica-entre-os-

10-melhores-destinos-do-mundo-para-conhecer-em-2019.ghtml.

Para isso, o professor orientou os estudantes em algumas acdes. Na praia, de frente
para o lago, os estudantes marcaram dois pontos (A e B), com 400 m de distancia entre
eles. Em seguida, identificaram ao longe dois pontos (C e D) nas margens opostas do lago,
cujo segmento CD representa a largura do lago naquele trecho. Com o teodolito fixado nos
pontos A e B, os estudantes registraram os dngulos CBD = 43°, ABD = 79° BAC =38%¢

CAD = 42° conforme ilustrado na figura abaixo.

Modelo 2 =
c N
D
B
A
Alterdo'Chao QAguaIinda Hotel

Fonte: Adaptado a partir do Google Maps.
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Identificacdo de Varidveis a partir da Situacdo 2.1.2 (Sugestoes)

Queremos calcular a distancia entre os pontos € e D. Essa medida CD sera
representada pela varidvel x. J4 os pontos A e B foram fixados na praia pelo grupo
de estudantes quando fizeram a medicdo AB = 400 m. Em seguida, utilizando um
teodolito (fixado nos pontos 4 e B), registraram os angulos CBD = 43°, ABD = 79°,
BAC = 38°e CAD = 42°.

2? Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.1.2 (Sugestdes)

Queremos calcular a distancia CD. Para fazer isso é preciso conhecer os angulos ACB
e ADB e calcular as distancias AC, BD, BC e AD. Por qué? Como fazer isso a partir
dos pontos na praia (A e B)? etc.

Tarefa sugerida ...

Tarefa 1: A¢des exploratorias (Situagao 2.1.2)

1) Calcular a medida dos angulos ACB e ADB; 2) Usando a Lei dos Senos, calcular
as distancias AC, BD, BC e AD; 3) Discutir a (im)possibilidade de calcular a distancia

x = CD usando diretamente a Lei dos Senos; etc.

3? Etapa: Desenvolvimento do contetido curricular e Resolucao

Discussdao em torno da Situacao 2.1.2 (Sugestao)

A partir da (im)possibilidade de calcular a distancia x = €D usando diretamente a
Lei dos Senos como visto na Tarefa 1, o professor pode propor a exploracdo, por
exemplo, do ABCD do Modelo 2, estabelecendo como base o lado BC e projetando
sua altura, a partir do ponto D, sobre essa base a fim de deduzir a Lei dos Cossenos,
evidenciando sua necessidade para calcular x = CD.

Observacao: Nesse momento devera ser desenvolvido (autonomia do professor) o
contetido essencial sobre trigonometria num triangulo qualquer (Lei dos Cossenos) que atenda as
necessidades dos problemas propostos ... Para tanto, o professor pode comegar chamando
a atengdo dos estudantes para o fato de a figura (Modelo 2) indicar pelo menos quatro
triangulos ndo retangulos (AABC, AABD, AACD e ABCD). Em seguida orienta-os a proceder

da seguinte maneira: i) Calcular ¢ no ABHD e em seguida isolar h?; i) Calcular x* no ACHD,
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substituindo h* pela expressao encontrada em i; iii) Expressar cos (B) e isolar m; iv) Expressar

x?, substituindo a varidvel m pela expressdo encontrada em iii; Eis ai a Lei dos Cossenos!

Tarefa 2: Resolver os problemas da Situacdo 2.1.2 (Sugestoes)

Calcular a largura do rio Tapajos entre os pontos C e D (usar Lei dos Cossenos e
calculadora).

Observacao: O desenvolvimento do contetido pode ser direcionado pela sugestao

a seguir:

Topicos Desenvolvimento em resumo

Considere os triangulos retangulos AOCD, AOEF, AOGH, -+

D F H B
Pela semelhanca de triangulos, AOCD~AOEF~AOGH~ -

Relembrando as Temos entdo as seguintes relagdes trigonométricas:

relacoes
CD _ EF _ GH
trigonomeétricas 1) oc — o5 oc = Constante K
um Enangulo medida do cateto oposto ao angulo 0
retangulo senf := Kq =

medida da hipotenusa

0D _OF _OH _

2) oc —oE-oc= "= Constante K,
medida do cateto adjacente ao angulo 6
cosf :=K; = : :
medida da hipotenusa
CD _ EF _ GH
3) op —oF —on— = Constante K3

medida do cateto oposto ao angulo 0
tgd =K, = P e

medida do cateto adjacente ao angulo 6
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Tridngulo qualquer:
Lei dos Senos

Considere o triangulo acutangulo AABC a seguir. A partir das
alturas h; e h, obtemos os seguintes triangulos retangulos:

AABH,, AACH,, AABH, e ACBH,

%
e G T b

B

a C

[~]
T

Calculando o senA, senB e senC concluimos (Lei dos
Senos):

a b C
senA senB senC

Observacdo: Essa lei vale também se o tridngulo for
obtusangulo!

Tridngulo qualquer:
Lei dos Cossenos

Considere o triangulo acutangulo AABC a seguir. A partir da
altura h obtemos os seguintes tridngulos retangulos:

AABH e ACBH

-y O

C H b A

Calculando o cosA no AABH e utilizando algumas das
relagdes métricas no tridngulo retangulo concluimos (Lei dos
Cossenos):

a*=b>+ c — 2bc- cos A
De modo anélogo, concluimos a Lei dos Cossenos para os
angulos B e C, isto é, valem também:
b*=a®+ - 2ac- cos B
=a*+b*—2ab- cosC

Observacdo: Essa lei vale também se o triangulo for
obtusangulo!
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4? Etapa: Aplicacao

CC2.1 - Questdes de Aplicacao (sugestao)

Q1. (C3/V1/q.11/p.259) Com o uso de um
teodolito, um topdgrafo esquematizou um
desenho ilustrativo (figura abaixo) que indica
a distancia entre um ponto B na praia e um
ponto C na ilha, isto é, a distancia x. Calcule
essa distancia.

Q2. (C3/V1/q.29/p.262) Um topodgrafo deseja calcular a distancia entre pontos
situados a margem de um riacho, como mostra a figura a seguir. O topdégrafo determinou as
distancias mostradas na figura, bem como os dngulos ACB =30° BCD = 60°, BDC = 70°%¢

ADC = 40°, obtidos com a ajuda de um teodolito. Calcule:

a) A distancia entre os pontos B e C (identifique por y);

b) A distancia entre os pontos B e D (identifique por z);

c) A distancia entre os pontos A e C (identifique por w);

d) A distancia entre os pontos A e B (identifique por x).
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CAPITULO 2

CC2.2 - ANALISE COMBINATORIA




Tépicos do Contetido Objetos de Conhecimento | Competéncia | Habilidade

¢ Principio Multiplicativo * Conhe'cimentos C1 H2, H3
e Arranjos simples numericos H4
e Combinagdes simples H5

> Situacdo 2.2.1: Pizza! Quem quer uma pizza? Pode escolher o seu sabor!

1? Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(SOUZA; GARCIA, 2016b, p. 111, adaptado). Vocé sabe quem inventou a pizza? Seus
criadores foram mesmo os italianos. Mas existem varias hip6teses para explicar a chegada
do ancestral da pizza a Italia. A principal delas conta que, trés séculos a.C., os fenicios
costumavam acrescentar ao pao redondo e chato como um disco coberturas de carne e
cebola. A mistura também foi adotada pelos turcos, que preferiam cobertura a base de carne
de carneiro e iogurte fresco. “Durante as Cruzadas, no século 11, o pdo turco foi levado para
o porto italiano de Napoles”, conta o soci6logo Gabriel Bollaffi, da USP. Os napolitanos
tomaram gosto pelo petisco e foram aperfeicoando-o com trigo de boa qualidade para a
massa e coberturas variadas, especialmente queijo. Nascia, entdo, a pizza quase como a
conhecemos hoje. Faltava s6 o tomate, introduzido na Italia no século 16, vindo da América,
e incorporado como ingrediente tdo basico quanto o queijo. A mais antiga pizzaria que se
conhece estd em Napoles e foi fundada em 1830. A pizza margherita também surgiu nessa

cidade, em 1889, feita de encomenda para o rei Umberto I e a rainha Margherita.!

Em Santarém, uma das pizzarias mais visitadas é a Pizzaria “Bom Pao”, que oferece
pizzas comuns e especiais. Para as pizzas comuns, o pizzaiolo tem a sua disposicao ingre-

dientes para fazer pizzas em 5 sabores, conforme estd representado na figura a seguir.

Figura 3: Pizza comum da Pizzaria “Bom Pao”

Atum (A) Queijo (Q) Calabresa (C) Milho (M) Portuguesa (P)
Fonte: Souza e Garcia (2016b, p. 111).

1 Disponivel em: https:/ /super.abril.com.br/ mundo-estranho/ qual-e-a-origem-da-pizza/. Acesso em: 11 jul. 2018.
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Modelo3 A fim de atender a preferéncia dos clientes, a pizzaria oferece até trés
sabores na pizza grande, de modo que cada possibilidade pode ser
expressa por uma terna. Um exemplo disso é a terna {Q, M, C}, que
representa uma dessas possibilidades, ilustrada por:

Queijo

Milho Calabresa
Fonte: Souza e Garcia (2016b, p. 111).

Identificacao de Varidveis a partir da Situacao 2.2.1 (Sugestoes)

2

Cada possibilidade é representada por uma terna, formada por trés sabores
diferentes de pizzas, que sao escolhidos entre os cinco possiveis, isto €, entre os
elementos do conjunto {A4,Q,C,M,P}. Cada um desses elemento indica,
respectivamente, a inicial dos sabores Atum, Queijo, Calabresa, Milho e Portuguesa.

2? Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.2.1 (Sugestdes)

Quais seriam as ternas que representam todas as possiblidades de pizzas com trés
sabores, escolhidos entre os cinco apresentados acima? Qual total de possibilidades
encontradas? O que vocé acha das possibilidades {Q,M,C}, {Q,C,M}, {M,Q,C},
{M,C,Q3}, {C,Q, M} e{C,M,Q} por exemplo? etc.

Tarefa sugerida ...

Tarefa 1: Agdes exploratorias (Situacao 2.2.1)

1) Tentar montar, na forma de ternas, como no exemplo apresentado, todas as
possiblidades de pizzas com trés sabores, escolhidos entre os cinco disponiveis; 2)
Expressar esse nimero; 3) Discutir se ha diferenga ou ndo entre as possibilidades
{Q,M,C} e {Q,C,M}; etc.
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3? Etapa: Desenvolvimento do contetado curricular e Resolucao

Discussao em torno da Situacao 2.2.1 (Sugestao)

Em didlogo com os estudantes, o professor pode instigé-los a perceber o que
diferencia duas possibilidades quaisquer de pizzas, como do exemplo destacado no
item 3) da Tarefa 1. A intencdo é fazé-los identificar que possiblidades como {Q, M, C}
e {Q, C, M} representam a mesma pizza, pois os sabores foram registrados apenas em
ordem diferente. Destacar que esse tipo de agrupamento é chamado Combinagio
simples.

Observacao: Nesse momento devera ser desenvolvido (autonomia do professor) o
contetido essencial sobre andlise combinatoria (Combinagio Simples) que atenda as necessida-

des dos problemas propostos ...

Tarefa 2: Resolver os problemas da Situagao 2.2.1 (Sugestoes)

1) Calcular o ntimero total de possibilidades de pizzas com trés sabores diferentes,
escolhidos entre os cinco apresentados; 2) Calcular o nimero total de possibilidades
de pizzas com dois e quatro sabores diferentes, escolhidos entre os cinco
apresentados; etc.

> Situacdo 2.2.2: Quem quer ser um miliondrio?
1° Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(SOUZA; GARCIA, 2016b, p. 97, adaptado). Esse ¢é o titulo de um filme vencedor do
Oscar em 2009 (Figura 4). Lembra dele? Conta a histéria de um jovem indiano, Jamal Malik,
6rfao e pobre que comeca a viver na rua junto com seu irmdo, Salim, depois da morte da
mae num ataque étnico, que num golpe de sorte consegue participar de um programa de
televisdo sensacdo no seu pais que da como prémio maximo até 20 milhdes de rtapias. Jamal

participa do programa e consegue ganhar esse prémio.

Emerson Silva de Sousa e outros




Figura 4: Filme - Quem quer ser um milionario?

{ * x % ** 10 INDICACOES * * * * * ¢
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VENCEDOR DE 8 OSCAR

INCLUINDO MELHOR FILME - MELHOR DIRETOR - ROTEIRO ADAPTADO - | ' 11111

il ‘ VENCEDOR DE ##

GLOBOS DEOURO2009 | ||
o

e s Mnmnmm

SLUMDOE MILLIONAIRE

Columblc

-
ovo Filmes

Fonte: https:/ /cineboxcs.com/2017/05/10/ quem-quer-ser-um-milionario-blu-ray-rip-720p-torrent-

dublado-2008/.

E vocé, ja sonhou em se tornar um milionario? Muitos brasileiros ficam empolgados

com essa ideia e arriscam a sorte nas loterias organizadas pela Caixa Econémica Federal.
Para ganhar na loteria e tornar esse sonho uma realidade, no entanto, é preciso muita sorte.
Muita sorte mesmo! A Mega-Sena, por exemplo, é uma dessas modalidades de loteria,
cujo prémio varia conforme o sorteio. Para apostar € preciso escolher no minimo 6 e no
méximo 15 ntimeros, dentre 60 disponiveis. Ganha o prémio maximo (sena), quem acertar
os 6 nameros sorteados. Se acertar 5 ou 4 nameros, o apostador também recebe prémios,
porém menores. Na Quina, um apostador marca de 5 a 15 nameros dentre 80 disponiveis no
volante, podendo ganhar prémios os acertadores de 2 a 5 ntmeros. Ja na Lotofdcil, marcam-se
de 15 a 18 ntimeros, dentre 25 disponiveis no volante, e faturam prémios os apostadores que

acertarem de 11 a 15 nimeros.
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| Modelo 4 Cartoes de loterias
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Fonte: Souza e Garcia (2016b, p. 97).

Identificacao de Varidveis a partir da Situacdo 2.2.2 (Sugestoes)

As trés loterias apresentadas (Modelo 4) tém ntimero de possibilidades de jogadas
diferentes. Um jogo da Mega-Sena é feito, escolhendo-se de 6 a 15 nimeros entre os
60 disponiveis. Na Quina, escolhe-se de 5 a 15 ntimeros entre 80 disponiveis, e na
Lotofacil, escolhe-se de 15 a 18 ntumeros entre 25.

2?2 Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.2.2 (Sugestoes)

Vocé conhece alguém que ja ganhou nas loterias? Em qual modalidade? O que
significam as chances de ganhar o prémio méximo citados para as loterias acima
(Mega-Sena, Quina e Lotofécil)? Como se chega a essas contagens (50 063 860,
24 040 016 e 3 268 760)? Considerando que uma pessoa realize todas as apostas
minimas diferentes possiveis na Mega-Sena, cada uma delas custando R$ 3,50,
quanto ela gastaria fazendo todas essas apostas? Em sua opinido, seria vantajoso
financeiramente realizar essa aposta? Na Mega-Sena, realizando uma aposta com 15
nameros, as chances de ganhar o prémio maximo sdo maiores ou menores, quando
comparadas a aposta minima? Qual essa chance? Vale a pena financeiramente fazer
todas as apostas desse tipo de loteria (com 15 nimeros)? Na Quina, quantas apostas
distintas com 7 nimeros podem ser realizadas ao todo nesta loteria? etc.

Tarefa sugerida ...
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Tarefa 1: Agdes exploratorias (Situacao 2.2.2)

1) Fazer trés jogos simples da Mega-Sena; 2) Usando o Principio Fundamental da
Contagem (ja deve ter sido estudado) tentar esbocar o processo que permite calcular
o numero total de possibilidades de jogos (simples) diferentes da Mega-Sena; etc.

3? Etapa: Desenvolvimento do contetado curricular e Resolucao

Discussdao em torno da Situacao 2.2.2 (Sugestao)

Ap6s arealizagdo da Tarefa 1, o professor pode pedir aos estudantes que apresentem
para a turma (pode ser no quadro) o esboco que fizeram para resolver o item 2). Sem
fazer comentarios (pelo menos por enquanto), o professor pode propor a seguinte
questdo: Suponha que alguém tenha anotado os seguintes jogos da Mega-Sena: 34-
12-57-05-44-21 e 05-34-21-57-44-12. O que vocé acha? A intensdo aqui é fazer com
que os estudantes percebam que se trata de um mesmo jogo, uma vez que 0s
nimeros apenas estdo em ordem diferente, o que ndo influencia para ser um jogo
diferente. A ideia é evidenciar para os estudantes que, quando no item 2) da Tarefa
1, eles propuseram o esbogo 60 - 59 - 58 - 57 - 56 - 55 (é de se esperar que pelo menos
um estudante tenha proposto) como solugao, estavam repetindo jogos. A pergunta
que o professor pode fazer em seguida é: quantas vezes sao repetidos cada jogo?
Aqui o professor pode tomar o exemplo apresentado acima (34-12-57-05-44-21) e
propor que os estudantes tentem descobrir de quantas maneiras diferentes podem
ser dispostos esses nimeros. A ideia é instiga-los a concluir que a resposta é 6! Dai,

entao, chegar a conclusao de que o total de jogos (simples) diferentes da Mega-Sena
60-59-58-57-56-55

que se pode fazer pode ser dado por o

. Destacar que esse tipo de

agrupamento é chamado Combinagio simples.

Observacao: Nesse momento devera ser desenvolvido (autonomia do professor) o
contetido essencial sobre andlise combinatoria (Combinacio Simples) que atenda as necessida-

des dos problemas propostos ...
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Tarefa 2: Resolver os problemas da Situacao 2.2.2 (Sugestoes)

1) Considerando que uma pessoa realize todas as apostas minimas possiveis na
Mega-Sena, cada uma delas custando R$ 3,50, calcular quanto ela gastaria fazendo
todas essas apostas; 2) Calcular as chances de alguém ganhar o prémio maximo da
Mega-Sena, realizando uma aposta com 15 ntmeros; 3) Discutir se hd vantagem
financeira ao realizar essa aposta e comparar; 4) Comparar os dois casos de jogos,
isto ¢, as apostas com 6 e 15 ntimeros, verificando se hd alguma vantagem financeira
em alguma dessas “loucuras”; 5) Percebe-se que o ntimero de possibilidades de
jogos simples da Quina e Lotofécil também sao problemas de Combinagoes simples
do tipo Cgg 5 e C35 15, respectivamente. Calcular essas combinagdes; 4) Calcular o
nimero de apostas distintas com 7 nimeros poder ser realizadas na Quina; etc.

> Situacdo 2.2.3: As piores senhas do mundo!
1°? Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(PAIVA, 2016b, p. 128 e 141). Para acessar tudo o que se tem de importante na
internet - seja o e-mail, seja o perfil no site de relacionamento, seja a conta do banco - é preciso
ter uma senha secreta. Uma senha é uma sequéncia de caracteres numéricos, literais ou
especiais como %, &, #, etc., ou uma mescla deles. Mas algumas senhas nao sao tao secretas
assim. No fim de 2009, um hacker aproveitou um defeito em um site comercial e colocou
na internet as senhas de 32 milhdes de clientes da empresa, mostrando que as mesmas
sequéncias apareciam milhares de vezes. Dentre elas, destacam-se, além do préprio nome
das pessoas usudrias da rede, sequéncias como: “senha”; “123456”; “qwerty”; “abc123”;
etc. A sugestdo dos especialistas em segurancga virtual é que se crie “senhas fortes”. A reco-
mendagao é usar muitos e variados caracteres (letras maitisculas e mintsculas, nimeros e
simbolos). A “for¢ca” de uma senha depende do ntiimero de caracteres e do tipo de caractere
utilizado. Quanto maior for a variedade de caracteres da senha, mais dificil serd quebra-la.

Para exemplificar, vamos considerar o teclado a seguir:
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Modelo 5 Teclado de um Notebook com caracteres possiveis para uma senha
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Fonte: Paiva (2016b, p. 129).

E possivel “contar” 10 000 000 000 senhas diferentes formadas por dez caracteres
numeéricos (ndo necessariamente distintos). Com apenas letras mintsculas, é possivel
“contar” 141 167 095 653 376 possibilidades de senhas com dez caracteres (ndo necessa-
riamente distintos). Considerando o teclado (94 caracteres), incluindo letras maitsculas e
mindsculas, e caracteres especiais, podem ser criadas 53 861 511 409 489 970 176 senhas

diferentes com dez caracteres (ndo necessariamente distintos).

Se, porém, for considerando apenas letras mintsculas, algarismos e outros caracteres
especiais, o teclado acima apresenta 68 caracteres possiveis para serem utilizados na criagao
de senhas. Foi nessas condi¢des que duas amigas, Jéssica e Fernanda, para comprar um
smartphone em um site, deviam criar uma senha com 6 caracteres no teclado acima. Jéssica
resolveu escolher, aleatoriamente, os 6 caracteres no teclado, sendo todos eles distintos. Ja
Fernanda pretende escolher, aleatoriamente, os 6 caracteres entre as letras e os algarismos

desse teclado, ndo necessariamente distintos.

Identificacao de Varidveis a partir da Situacao 2.2.3 (Sugestoes)

As senhas podem ser criadas a partir dos caracteres do teclado apresentado (Modelo
5). Sa0 10 caracteres numéricos (0 a 9), 26 letras e 32 caracteres especiais, totalizando
68 caracteres. Se considerarmos, porém, que letras maitsculas e minasculas sao
distintas na criacdo de senhas, entdo, o total de caracteres do teclado apresentado
sobe para 94.
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2?2 Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.2.3 (Sugestoes)

Como vocé acha que foi “contada” a quantidade de senhas apresentada acima
(10 000 000 000, 141 167 095 653 376 e 53 861 511 409 489 970 176) a partir
dos caracteres do teclado? Quantas seriam as possibilidades para essas mesmas
situacdes, considerando que os caracteres das senhas criadas sejam necessariamente
distintos? No caso da compra do smartphone na situagdo apresentada acima, quantas
senhas diferentes Jéssica pode formar? E Fernanda? Sabe-se que as senhas que tém
pelo menos um caractere especial sdo “mais fortes” do que qualquer senha formada
apenas por letras e algarismos. Das senhas que podem ser criadas por Jéssica,
quantas podem ser consideradas “mais fortes”? etc.

Tarefa sugerida ...

Tarefa 1: Agdes exploratorias (Situacao 2.2.3)

1) Criar duas senhas diferentes formada por quatro algarismos distintos do teclado
(Modelo 5); 2) Usando o principio multiplicativa (contetido que ja deve ter sido
estudado) para tentar esbocar um processo que permita chegar a 10 000 000 000,
141167 095 653 376 e 53 861 511 409 489 970 176 que indicam as quantidades
de senhas formadas com os caracteres do teclado (Modelo 5); 3) Realizar o mesmo
procedimento do item anterior para tentar “contar” a quantidade de possibilidades
para as mesmas situagdes, considerando, porém, que os caracteres das senhas
criadas sejam necessariamente distintos (utilizar o principio multiplicativo); etc.

3? Etapa: Desenvolvimento do contetado curricular e Resolucao

Discussao em torno da Situacgdo 2.2.3 (Sugestao)

Ap6s arealizacao da Tarefa 1, o professor pode pedir aos estudantes que apresentem
para a turma (pode ser no quadro) o esboco que fizeram para resolver os itens 2) e
3). Sem fazer comentdrios (pelo menos por enquanto), o professor pode propor a
seguinte questdo: Suponha que alguém tenha criado as seguintes senhas no item 1):
3581 e 5183. O que vocé acha? Sdo senhas diferentes ou nao? A intensao aqui é fazer
com que os estudantes percebam que, BIPESAR de serem os mesmos algarismos nas
duas senhas, a ordem dos algarismos torna as senhas diferentes. A ordem dos
algarismos influencia na criacdo de novas senhas. A ideia é evidenciar para os
estudantes que, quando no item 2) da Tarefa 1, por exemplo, eles propuseram o
esboco 10-9 - 8- 7 (é de se esperar que pelo menos um estudante tenha proposto)
como solucdo, estavam corretos. Destacar que esse tipo de agrupamento é chamado

Arranjo simples.
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Observacao: Nesse momento devera ser desenvolvido (autonomia do professor) o
contetido essencial sobre andilise combinatoria (Arranjo Simples) que atenda as necessidades

dos problemas propostos ...

Tarefa 2: Resolver os problemas da Situacgdo 2.2.3 (Sugestdes)

1) No caso da compra do smartphone na situacdo apresentada acima, tentar calcular
a quantidade de senhas diferentes que Jéssica e Fernanda podem formar; 2) Como
visto acima, as senhas que tém pelo menos um caractere especial sdo “mais fortes”
do que qualquer senha formada apenas por letras e algarismos. Das senhas que
podem ser criadas por Jéssica, tentar calcular quantas podem ser consideradas “mais
fortes”; etc.

Observacao: O desenvolvimento do contetido pode ser direcionado pela sugestao

a seguir:

Topicos Desenvolvimento em resumo

Um evento E ocorre em k etapas sucessivas e independentes,
representado pela sequéncia (Eq, E3, E3, ..., Ey) de tal modo
que:

# E, pode ser escolhido de m; maneiras distintas;

# E, pode ser escolhido de m;, formas diferentes, a partir de
cada uma das escolhas anteriores;

# E;3 pode ser escolhido de m3 modos diferentes, a partir de
cada uma das escolhas anteriores;

# Ej, pode ser escolhido de m; maneiras diferentes, a partir
das escolhas anteriores.

Entdo, o namero total de possibilidades para construir a
sequeéncia (Eq, E3, E3, ..., Ey) é dado por:
my-m; - -msz- .. -myg

Esse resultado é chamado Principio Fundamental da
Contagem (PFC) ou Principio Multiplicativo.
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Principio
Fundamental da
Contagem

Exemplos: Utilizar o PFC em cada situagao:

1) Uma moeda (cara - K e coroa - C) é lancada trés vezes
sucessivamente.

O evento E é o lancamento sucessivo da moeda por trés
vezes, representado pela sequéncia (E4, E;, E3), onde:

E,podeserKouC —» m; =2;

E, podeser KouC — m, = 2;
E3 podeser KouC — m3 = 2.

Portanto, o Total de possibilidades desse evento é 2-2-2 =
8.

[lustracdo do evento
22 |langamento sequéncia

(K, K, K)
K KO

K. C K
K CO

(C.K K
L)

12 langamento 32 langamento

(C
(C

K
G

<2

_—
—
_
—_—

—
—_—
—_—
_—

- -
-

—

2) Senha de trés algarismos distintos (0 a 9).

O evento E é a criagdo de uma senha de trés algarismos
distintos, representado pela sequéncia (E4, E,, E3), de modo
que:

E, (algarismo das centenas) tem m; = 10 possibilidades;

E, (algarismo das dezenas) tem m, = 9 possibilidades;

E3 (algarismo das unidades) tem m3 = 8 possibilidades.
Portanto, o Total de possibilidades desse evento € 10-9 -8 =
720.

[lustracao do evento

unidade
dezena 2
1 < i
centena 9
; 0 ¢
centena dezena unidade 1
| | | 9 < 2
8
2
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Arranjo simples de n elementos distintos, tomados p a p,
indicado por 4, ,, € todo agrupamento ordenado, formado
por p elementos distintos escolhidos entre os n elementos
dados (p < n).

Obs.: Seus elementos sao diferenciados pela natureza e pela
ordem.

[lustracdo do Arranjo simples utilizando o PFC

Risolls Nimero de
possibilidades
Arranjos Simples e Do 12 elemento n
Permutagdes Do 22, depois de il
: escolhido o0 17
impl —= -
S ples Do 3%, depois de _—
| escolhidos 01 e 0 22
Do p-ésimo, depois de
-(p-1
escolhidos os anteriores n-®-1

Portanto: An,l =n
A ,=n(n-1)
A ,=nn-1(n-2)

A,,=n(-D(n-2)..[n-(p-1]
Forma Fatorial do Arranjo Simples

A = n!
*~ (n-p)

Obs.: Se n=p, A,,=n! e passa a ser representada
simplesmente por B, =n!. Esse tipo de agrupamento é
chamado Permutacdo Simples.

Exemplos: Resolver os problemas de Arranjo simples:

1) A criacdo de senhas com trés algarismos distintos (0 a 9) é
um exemplo de Arranjo simples do tipo A4¢, 3, ou seja,

Asg,3 =10-9-8 =720

2) A formacao de anagramas da palavra AMOR é um exemplo
de Arranjo simples do tipo A4 4, Ou seja, € uma Permutagao
simples do tipo P, que é calculada da seguinte forma:

P,=4!'=4-3-2-1=24
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Combinacdo simples de n elementos distintos, p a p, indicado
por Cp, p, € todo agrupamento nado ordenado, formado por p
elementos distintos escolhidos entre os n elementos dados

(p <m).

Obs.: Seus elementos sado diferenciados apenas pela natureza.

Ap6s explorar a Situagdo 2.3.1, concluir que:

n!
o= = T plnp)!

— 0P =

Combinagoes Exemplo: Preparacdo de uma salada de frutas, escolhendo
Simples trés entre quatro disponivel, isto é, abacate (A), banana (B),
caju (C) e damasco (D).

Note que a ordem da escolha das trés frutas ndo importa para
fazer a salada. Portanto, o namero de possibilidades de
saladas diferentes é uma Combinacado simples do tipo C4 3
que pode ser calculada por:
A4 3 4‘ * 3 " 2
= — = =4

Cas P, 3-2-1
Exibindo essas possibilidades, temos: ABC, ABD, ACD e
BCD.

4? Etapa: Aplicacao

CC2.2 - Questdes de Aplicacao (sugestao)

Q1. (C4/V2/q.27/p.108) O Senado Federal do o : { L
[ @ Vice-presidente
Brasil é composto por 81 senadores, que 2% Secretério
representam todas as 27 unidades da federagdo. FPresidente
) . . 3¢ Secretério
A mesa diretora do Senado ¢é eleita 20 Vice-presidente {
internamente e tem a seguinte composi¢do DR

(com excecdo dos suplentes):

a) Sabendo que cada unidade da federacado é representada igualmente no Senado
Federal, quantos senadores representam cada uma delas? b) De quantas maneiras distintas
pode ser composta a mesa diretora do Senado Federal em eleicao interna? c¢) Pesquisar e
discutir sobre Senado, unidades da federagdo, senador e sus atribuicdes e responsabilida-
des, além de identificar os senadores que representam a unidade da federagdo onde vocé

mora.

Q2. (C5/V2/q.12/p.164) Na formacao de um Comissdo Parlamentar de Inquérito

(CPI), cada partido indica um certo niimero de membros, de acordo com o tamanho de sua
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representacdo no Congresso Nacional. Nessa CPI faltam apenas dois partidos para indicar
seus membros. O partido A tem 40 deputados e deve indicar 3 membros, enquanto o partido
B tem 15 deputados e deve indicar 1 membro. a) Determine o nimero de possibilidades
diferentes para a composi¢cdo dos membros desses dois partidos nessa CPI; b) Pesquisar e
discutir sobre CPI, Congresso Nacional, deputados (federais e estaduais) e suas atribuicoes

e responsabilidades.

Q3. (ENEM - 2015) Uma familia composta
por sete pessoas adultas, apds decidir o

P L . . . AN
itinerario de uma viagem, consultou o site AD

de uma empresa aérea e constatou que o X

DAXIXIXIXIBAL X

voo para a data escolhida estava quase
lotado. Na figura abaixo, disponibilizada

pelo site, as poltronas ocupadas estdo

marcadas com “X” e as tnicas poltronas
disponiveis soa as mostradas em branco.
Determine o niimero de formas distintas
de se acomodar a familia nesse voo.

Q4. (ENEM - 2013) Um banco solicitou aos seus clientes a criagdo de uma senha
pessoal de seis digitos, formada somente por algarismos de 0 a 9, para acesso a conta corrente
pela internet. Entretanto, um especialista em sistemas de seguranca eletronica recomendou
a diregcao do banco recadastrar seus usudrios, solicitando, para cada um deles, a criacdo de
uma nova senha com seis digitos, permitindo agora o uso das 26 letras do alfabeto, além
dos algarismos de 0 a 9. Nesse novo sistema, cada letra maitscula era considerada distinta
de sua versao mindascula. Além disso, era proibido o uso de outros tipos de caracteres. Uma
forma de avaliar uma alteragdo no sistema de senhas ¢é a verificacao do coeficiente de melhora,
que é a razdo do novo numero de possibilidades de senhas em relacdao ao antigo. Determine

o coeficiente de melhora da alteracao recomendada.

Q5. (C4/V2/q.29/p.108) Um concurso promovido por uma emissora de televisao
vai formar uma nova banda de rock. Classificaram-se para a etapa final trés bateristas, quatro
baixistas, cinco guitarristas e dois vocalistas. A banda vencedora do concurso sera formada
por um baterista, um baixista, dois guitarristas e um vocalista. a) De quantas maneiras pode
ser formada a banda, a partir dos candidatos finalistas, sabendo que os guitarristas possuem
funcoes diferentes nessa banda? b) E se os guitarristas pudessem exercer as mesmas fungdes

na banda (sem distin¢do), de quantas maneiras diferentes poderia ser formada a banda?
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Q6. (C5/V2/q.8/p.164) As embalagens dos vérios produtos vendidos por uma
empresa apresentam uma sequéncia formada por barras verticais, chamado Cédigo de
Barras. A parte principal de um desses Cédigos é formada por quatro barras com 1,5 mm de

largura, trés com 0,5 mm e duas com 0,25 mm, conforme indica a figura abaixo:

Cada Cédigo de Barras indica o preco de um produto. Quantos precos diferentes

podem ser indicados utilizando as barras desse sistema de codigos?
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CAPITULO 3

CC2.3 - PROBABILIDADE




Toépicos do Contetido Objetos de Conhecimento | Competéncia | Habilidade

e Experimentos aleatorios, |® Conhec'ir.nentos de c7 H28
espago amostral e evento probabilidade H29
¢ Defini¢do de probabilidade H30

> Situacdo 2.3.1: “Alea jacta est” - “A sorte estd lancada!”

12 Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(DANTE, 2016b, p. 232, adaptado e ampliado). Esse brado (em latim), atribuido a
Julio César, é sindonimo de afirmacdo de irreversibilidade da decisdo tomada sobre o que
fazer, numa situacdo de grave perigo, afastada totalmente a possibilidade de voltar atras.
Segundo os historiadores, essa frase foi realmente pronunciada por Jalio César em 11 de
janeiro de 49 a.C., no momento em que atravessou o Rubicao, rio que marcava as fronteiras
da Italia e que, portanto, nenhum comandante poderia atravessar armado, sem tornar-se,
automaticamente, inimigo de Roma. Esse ato foi indicado como inicio oficial da guerra civil
contra Pompeu. [...] Os soldados romanos, principalmente, costumavam “jogar dados”,
valendo-se de um osso do tarso (ossos do pé, como o cuboide), que mais se aproxima do
formato de um cubo.! Um exemplo disso é visto na Biblia Sagrada, ap6s a crucificagdo de
Jesus Cristo. No Evangelho de Jodo capitulo 3, versos 23 e 24, é narrado que os soldados que

crucificaram Jesus, repartiram as suas vestes e langaram sortes sobre sua ttnica.

Falando de sorte, percebe-se, até de modo natural, que ha certos fendmenos (ou expe-
rimentos) que, embora sejam repetidos muitas vezes sob condi¢des idénticas, ndo apresentam
os mesmos resultados. Por exemplo, no lancamento de uma moeda perfeita, o resultado é
imprevisivel; ndo se pode determina-lo antes de ser realizado. Nao sabemos se saira cara
ou coroa. No caso de um dado ndo viciado, ao langa-lo, ndo se sabe a face que resultara.
Aos fendmenos (ou experimentos) desse tipo damos o nome de fenémenos aleatérios (ou
casuais), e pelo fato de ndo sabermos o resultado exato de um fendémeno aleatério é que
buscamos os resultados provéveis, as chances, as probabilidades de determinado resultado

ocorrer. Veja exemplos:

1 Disponivel em: http:/ /www.migalhas.com.br/Latinorio/34,MI159269,91041-Alea+jacta+est. Acesso em: 13 jul. 2018.
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Modelo 6 Lancamento de uma moeda
Ao lancar uma moeda perfeita, duas
possibilidades podem ocorrer: cara
ou coroa.
| Modelo 7 Lancamento de um dado
Ao lancar um dado (ndo viciado), seis
possibilidades podem ocorrer. Veja a figura
ao lado:

Identificacdo de Varidveis a partir da Situacao 2.3.1 (Sugestoes)

Tem-se dois eventos aleatérios. O lancamento de uma moeda e o lancamento de um
dado. No lancamento da moeda hé duas possibilidades de resultados, isto é, ou é cara,
representada por C, ou é coroa, indicada por K. Ja no lancamento do dado, seis
possibilidades podem ocorrer, que sao as faces de um cubo, sendo que cada face é
representada por um numeral de 1 a 6. Introduzir o conceito de Espaco Amostral e
Evento.

2? Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.3.1 (Sugestoes)

Dizer que a moeda é perfeita, é dizer que as duas possibilidades (cara ou coroa) tém
as mesmas chances de ocorrer. Qual a chance (probabilidade) de ocorrer cada uma
dessas possibilidades? Da mesma forma, dizer que o dado é ndo viciado, é dizer que
as seis possibilidades (1, 2, 3, 4, 5 e 6) tétm as mesmas chances de ocorrer. Qual a
chance (probabilidade) de ocorrer cada uma dessas possibilidades? Qual a chance
(probabilidade) de ocorrer um mniimero de Fibonacci no lancamento de um dado?
Lancando simultaneamente uma moeda e um dado, quantas possibilidades
diferentes temos? Qual a chance (probabilidade) de o resultado da moeda ser cara e
do dado ser um ntmero par? Se lancarmos dois dados simultaneamente, um
vermelho e um verde, quantas possibilidades diferentes podemos ter? Qual a
probabilidade de o resultado ter soma 67 etc.
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Tarefa sugerida ...

Tarefa 1: Agdes exploratorias (Situacao 2.3.1)

1) No lancamento de uma moeda perfeita, expressar o Espago Amostral e os Eventos
possiveis nesse experimento aleatério; 2) No lancamento de um dado honesto (ndo
viciado), expressar o Espaco Amostral e os seguintes eventos: apenas com nimeros
impares; apenas com numeros primos; apenas com nameros de Fibonacci; 3) Na
escolha dos ntimeros da Mega-Sena, expressar o Espaco Amostral e os seguintes
eventos: apenas nimeros mdultiplos de 8; apenas ntimeros de Fibonacci; apenas
nameros primos; 4) Tentar expressar as chances (probabilidades) de ocorrer cada
evento identificado nos itens anteriores; etc.

3? Etapa: Desenvolvimento do contetido curricular e Resolucao

Discussao em torno da Situacao 2.3.1 (Sugestao)

Ap6s arealizacdo da Tarefa 1, o professor pode avangar um pouco mais e questionar
os estudantes: “se lancarmos simultaneamente uma moeda e um dado, quais as
chances de a moeda ser cara (C) e o dado se um ntimero par?” A intensao aqui é
levar os estudantes a perceberem outros tipos de experimentos aleatérios.
Primeiramente o professor pode solicitar que os estudantes expressem o Espaco
Amostral desse experimento para, em seguida, tentar resolvé-lo. Aqui o professor
pode destacar para os estudantes que esse, e outros problemas mais complexos,
pode ser estudado na perspectiva da teoria das probabilidades, estudo esse que estava
sendo iniciado naquele momento.

Observacao: Nesse momento devera ser desenvolvido (autonomia do professor) o

contetido essencial sobre probabilidade que atenda as necessidades dos problemas propostos

Tarefa 2: Resolver os problemas da Situacao 2.3.1 (Sugestdes)

1) Calcular a probabilidade de, no lancando simultaneamente de uma moeda e um
dado, o resultado ser coroa (para a moeda) e um ntmero primo (para o dado); 2)
Calcular a probabilidade de, no lancarmos simultaneamente de dois dados
(vermelho e verde), o resultado ter soma 6; 3) Idealizar um experimento aleatério
envolvendo mais de um componente e expressar seu Espago Amostral,
especificando pelo menos dois eventos; etc.

> Situacdo 2.3.2: Quantos amigos vocé tem?
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1? Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(DANTE, 2016b, p. 256). Nunca foi tdo facil manter contato e conhecer gente nova
pela internet. Gragas as redes sociais, nunca tivemos tantos amigos. Mas isso estd transfor-

mando a propria definicdo de amizade.

Figura 5: Midias Sociais

Fonte: http:/ /portalcoroado.com.br/home/2019/03 /13 / psicologa-fala-por-que-as-pessoas-sao-agressivas-

na-internet/.

Ha diversos estudos comprovando que interagir com outras pessoas, principalmen-

te com amigos, é o que mais fazemos na internet. A internet é a ferramenta mais poderosa ja
inventada no que diz respeito a amizade. E esta transformando nossas rela¢des: tornou muito
mais facil manter contato com os amigos e conhecer gente nova. Mas serd que as amizades
on-line ndo fazem com que as pessoas acabem se isolando e tenham menos amigos off-line,
“de verdade”? Essa tese, geralmente citada nos debates sobre o assunto, foi criada em 1995
pelo soci6logo americano Robert Putnam. E provavelmente esta errada. Uma pesquisa feita
pela Universidade de Toronto constatou que a internet faz vocé ter mais amigos - dentro e
fora da rede. Durante a década passada (anos 2000), periodo de surgimento e ascensao dos
sites de rede social, o nimero médio de amizades das pessoas cresceu. E os chamados heavy
users, que passam mais tempo na internet, foram os que ganharam mais amigos no mundo
real - 38 % mais. Ja quem ndo usava a internet ampliou suas amizades em apenas 4,6 %. Entao
as pessoas comecam a se adicionar e no final todo mundo vira amigo? Nao é bem assim.
A internet raramente cria amizades do zero - na maior parte dos casos, ela funciona como

potencializadora de relacdes que ja haviam se insinuado na vida real.?

Em Santarém, trés colegas do 2° ano do Ensino Médio de uma escola (Elisa, Martha
e Jodo), fazem parte de uma determinada rede social, e combinaram de convidar, além dos
parentes proximos, apenas os amigos dessa rede social que moram na mesma cidade deles
para participarem da festa de aniversario de Martha. Apds consultarem os amigos da rede

social (somente os que moram na mesma cidade deles), verificaram que:

2 Disponivel em: http:/ /super.abril.com.br/comportamento/como-a-internet-esta-mudando-a-amizade. Acesso em: 12 jul. 2018.
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Modelo 8 Elisa tem 28 amigos, Martha 32 e Joao, 20. Verificaram que Elisa e
Martha tém 5 amigos em comum, Elisa e Jodo tém 10, Martha e Jodo tém
6. Além disso, descobriram que ha 4 amigos comuns aos trés. Sabe-se
que todos os convidados compareceram a festa e, como parte da
comemoracgado, foi sorteado entre eles, um smartphone de dultima
geracao, oferecido pelo pai da aniversariante. Foi realmente uma
surpresa para todos, embora o resultado do sorteio nao! Foi bem
coerente com as chances dos convidados, dentro das probabilidades!
Um dos amigos de Martha foi o sorteado!

Identificacao de Varidveis a partir da Situacao 2.3.2 (Sugestoes)

Ha trés grupos de pessoas, os amigos de Martha, os amigos de Elisa e os amigos de
Joao. Esses grupos podem ser representados por conjuntos e indicados por M, E e ],
respectivamente, os quais explicitardo o naimero de amigos de cada um dos trés
colegas de escola destacados (Martha, Elisa e Joao).

2? Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.3.2 (Sugestoes)

Qual o total de amigos dos trés (Elisa, Martha e Jodao) que compareceram a festa? O
que significa que o resultado do sorteio foi “coerente com as chances”, “dentro das
probabilidades”? Qual foi essa probabilidade? Como calcular? O sorteado, amigo de
Martha, era amigo de Elisa também? De Martha e Joao? Dos trés ao mesmo tempo?
Qual a probabilidade para que cada uma dessas possibilidades ocorra? Qual a
probabilidade para que o sorteado seja amigo exclusivo de Martha? E de Elisa? E de
Jodo? etc.

Tarefa sugerida ...

Tarefa 1: Agdes exploratorias (Situacdo 2.3.2)

1) Expressar o total de amigos dos trés colegas de escola (Elisa, Martha e Joao) que
compareceu a festa; 2) Expressar o total de amigos apenas de Elisa que compareceu
a festa; 3) Expressar o total de amigos apenas de Martha que compareceu a festa; 4)
Expressar o total de amigos apenas de Jodo que compareceu a festa; 5) Expressar o
total de amigos de Elisa ou Martha que compareceu a festa; 6) Expressar o total de
amigos de Elisa ou Jodo que compareceu a festa; 7) Expressar o total de amigos de
Martha ou Jodo que compareceu a festa; etc.
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3? Etapa: Desenvolvimento do contetado curricular e Resolucao

Discussdao em torno da Situacao 2.3.2 (Sugestao)

Em didlogo com os estudantes, o professor pode levantar alguns questionamentos,
visando discutir, por exemplo, o significado de o resultado do sorteio ter sido
“coerente com as chances”, “dentro das probabilidades” . Discutir se o sorteado, amigo
de Martha, também era amigo de Elisa, isto é, se era amigo de Martha e Elisa. Ou
ainda, se era amigo de Martha e Jodo, ou dos trés ao mesmo tempo. Aqui o professor
pode destacar para os estudantes que esses, e outros problemas mais complexos,
podem ser estudados na perspectiva da teoria das probabilidades, estudo esse que

estava sendo iniciado naquele momento.

Observacao: Nesse momento devera ser desenvolvido (autonomia do professor) o

contetido essencial sobre probabilidade que atenda as necessidades dos problemas propostos

Tarefa 2: Resolver os problemas da Situacao 2.3.2 (Sugestoes)

1) Calcular a probabilidade de o sorteado com o smartphone ser amigo exclusivo de
Martha; 2) Calcular a probabilidade de o sorteado (amigo de Martha) ser amigo de
Elisa e ndo de Jodo; 3) Calcular a probabilidade de o sorteado (amigo de Martha) ser
amigo de Jodo e ndo de Elisa; 4) Calcular a probabilidade do sorteado (amigo de
Martha) ser amigo de Elisa ou Jodo; 5) Calcular a probabilidade de o sorteado ser
amigo dos trés ao mesmo tempo; etc.

Observacao: O desenvolvimento do contetido pode ser direcionado pela sugestao

a seguir:
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Topicos

Desenvolvimento em resumo

Experimentos
aleatorios, espaco
amostral e evento

Experimento aleatério é todo experimento (ou fenomeno)
cujo resultado depende exclusivamente do acaso, isto §,
mesmo repetido varias vezes sob as mesmas condicdes,
apresenta resultados imprevisiveis.

Exemplos: o langamento de uma moeda perfeita ou de um
dado honesto (ndo viciado), a escolha dos nameros da Mega-
Sena, etc., sdo exemplos de experimentos aleatorios.

O conjunto de todos os resultados possiveis de um
experimento aleatério é chamado espaco amostral (A). Todo
subconjunto de um espago amostral A é chamado evento (E).

Exemplos: Identificar nos experimentos aleatérios o espago
amostral A e eventos E; relacionados:

1) Lancamento de uma moeda perfeita
A = {cara, coroa}
E, = {cara} e E, = {coroa}
2) Lancamento de um dado honesto (ndo viciado)
A={1,273,45,6}
E;={3},E; ={2,4,6}, E3 ={1,2, 3,5}, etc.
3) Escolha dos nimeros da Mega-Sena
A={1,23,...,60}
E,={1,35,...,59}, E;, ={1,3,5,8,13, 21, 34, 55}, etc.

Nocao intuitiva de
probabilidade

Considere o experimento aleatdrio de lagcar um dado honesto.
Como visto, o espaco amostral é A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e alguns
eventos podem sser E; = {3}, E, = {2,4,6}e E5 = {1, 2,3, 5}.

Dizemos que a chance ou probabilidade do evento E; ocorrer
é uma em seis, isto é,

%z 0,17 ou 17%

A chance ou probabilidade de ocorrer um ntmero par, ou
seja, o evento E, é trés em seis, isto &,

%z 0,5 0u50%

Ja a chance ou probabilidade de ocorrer um namero de
Fibonacci, ou seja, o evento E3, é quatro em seis, isto é,

% ~ 0,67 ou 67%
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A probabilidade de ocorrer um evento E de um espaco

Defm%g.ao de amostral A finito é dado por:
probabilidade e 5
consequeéncias P(E) = w8
n(A)
onde n(E) e n(A) indicam o namero de elementos de E e A,

respectivamente.

Obs.: A probabilidade definida assim s6 é valida se todos os
elementos de A tiverem a mesma chance de ocorrer, isto é, se
A é um espaco amostral equiprovéavel, finito e ndo vazio.

Consequéncias:
Cl)cEcA = n(@) <n(E)<n(A)

n(9) < n(E) < n(A)
n(A) — n(A) — n(A)

= 0<P(E)<1

Portanto, a probabilidade de ocorrer um evento E varia de 0

a 1, ou seja, de 0% a 100%.

C2) Se E é um evento impossivel, isto é, E = @, entao
P(E)=P(@) =0

C3) Se E é um evento certo, isto é, = A, entdao

P(E) = P(A) =1

4? Etapa: Aplicacao

CC2.3 - Questdes de Aplicacao (sugestdo)

Q1. (C1/V2/q.37/p.248) Uma pesquisa sobre os grupos sanguineos ABO, na qual
foram testadas 6000 pessoas de uma mesma raca, revelou que 2527 tém o antigeno A, 2234,
o antigeno B e 1846 nao tém nenhum antigeno. Nessas condi¢des, qual a probabilidade de

uma dessas pessoas, escolhida aleatoriamente, tenha os dois antigenos?

Q2. (C4/V2/q.14/p.133) Momentos antes de acordar, nosso organismo envia
cortisol e adrenalina para circular pelo corpo. Esses hormoénios sdo responsaveis por nos
deixar mais dispostos, e no sistema cardiovascular aumentam a pressdo arterial e aceleram
a frequéncia cardiaca. Contudo, o cortisol e a adrenalina favorecem a formagao de placas
de gordura nas artérias, o que pode provocar um enfarte durante a manha. Certo grupo
de médicos cardiologistas realizou uma pesquisa com os pacientes que deram entrada no

hospital em determinado més, obtendo como resultado os dados do grafico a seguir:
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Nimero de pacientes que sofreram
enfartes por faixa horaria

a) Em qual faixa horéria esse hospital deveria colocar a maior quantidade de
médicos de plantdo? Por qué? b) Considerando que a proporcao de pacientes com enfartes
se mantenha, qual a probabilidade de uma pessoa enfartada dar entrada nesse hospital no
horario de Oh as 6h? c) E no horério de Oh as 12h? d) Pesquisar e discutir sobre problemas

cardiacos (causas e cuidados).

Q3. (ENEM - 2010) Os estilos musicais preferidos pelos jovens brasileiros sdao o
samba, o rock e a MPB. O quadro a seguir registra o resultado de uma pesquisa relativa a
preferéncia musical de um grupo de 1000 estudantes de uma escola. Alguns alunos disseram

nao ter preferéncia por nenhum desses trés estilos.

preferéncia rock e rock e samba e | rock, samba
rEieal rock samba MPB el MPB MPB e MPB
nimerode | 200 | 180 | 200 70 60 50 20

Se for selecionado ao acaso um estudante no grupo pesquisado qual a probabilida-
de de ele: a) Preferir somente MPB? b) Preferir somente rock? c) Preferir rock e samba? d)

Preferir os trés estilos musicais? e) Nao preferir nenhum dos estilos?

Q4. (ENEM - 2014) Para analisar o desempenho de um método diagnostico,
realizam-se estudos em populacdes contendo pacientes sadios e doentes. Quatro situagdes
distintas podem acontecer nesse contexto de teste: 1) Paciente TEM a doenca e o resultado
do teste é NEGATIVO; 2) Paciente TEM a doenga e o resultado do teste é NEGATIVO; 3)
Paciente NAO TEM a doenga e o resultado do teste ¢ POSITIVO; 4) Paciente NAO TEM
a doenga e o resultado do teste ¢ NEGATIVO. Um indice de desempenho para avaliacao
de um teste diagnostico é a sensibilidade, definida como a probabilidade de o resultado
do teste ser POSITIVO se o paciente estiver com a doenca. O quadro a seguir refere-se a
um teste diagndstico para a doenga A, aplicando em uma amostra composta por duzentos

individuos.
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Resultado do Doenca A
teste Presente Ausente
Positivo 95 15
Negativo 5 85

Conforme o quadro do teste proposto, determine a sensibilidade desse paciente.

Q5. (ENEM - 2018) Um designer de jogos planeja
um jogo que faz uso de um tabuleiro de

dimensdo mXn, com n=>2, no qual cada

jogador, na sua vez, coloca uma peca sobre uma

é posicionada, a regido formada pelas casas que

das casas vazias do tabuleiro. Quando uma pega I

estdo na mesma linha ou coluna dessa peca é

chamada de zona de combate dessa peca. Na esta fique sobre a zona de combate
figura ao lado esta ilustrada a zona de combate da primeira seja inferior a % - Qual

de uma peca colocada em uma das casas de um . .
a dimensao minima a ser adotada

tabuleiro de dimensao 8 x 8. Este deve ser .

. i N para esse tabuleiro?
dimensionado de forma que a probabilidade de
se posicionar a segunda peca aleatoriamente,

seguindo a regra do jogo de modo que
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CAPITULO 4

CC2.4 - GEOMETRIA ESPACIAL: PRISMAS E
CILINDROS




Toépicos do Contetido Objetos de Conhecimento | Competéncia | Habilidade
e Area de figuras planas ° Conhecimentos 2 H7, H8, H9
e Prismas e Cilindros geometl"lcos 3 H10, H12
e Volume de Prismas e |® C01jhe.<:1mentos H13. H14
Cilindros algébricos ’

> Situacdo 2.4.1: Como preservar nossas florestas?
1? Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(SOUZA; GARCIA, 2016b, p. 242; ENEM 2010.1, Q. 158). O manejo florestal
sustentavel é a denominagdo para a exploracdo consciente de riquezas das florestas. E
possivel, por exemplo, potencializar o turismo, extrair frutos, sementes, resina e, até mesmo,
madeira, sem prejudicar o ambiente. Contudo, essa exploracao deve ser autorizada pelo

Servico Florestal Brasileiro, 6rgao publico ligado ao Ministério do Meio Ambiente.

Em povoamentos florestais, quantificar o volume de madeira (cubar) de cada arvore
se torna indispensavel para o estabelecimento de planos do manejo florestal sustentavel.
Essa quantificacdo, que consiste em uma das etapas de um inventirio florestal, pode ser um
meio de ajudar o produtor florestal no momento da sua comercializagao, pois o auxilia na

negociacao de precos com base em dados consistentes do volume de madeira.

Quando uma arvore é transformada em tora, seu volume pode ser obtido por meio
de varios métodos, sendo os métodos geométrico e de Francon dois desses métodos (ilustracao
abaixo). O primeiro consiste em aproximar o volume de uma tora ao volume de um cilindro

reto.

| Modelo 9

Estima-se o ponto central P da tora de madeira;
Mede-se o comprimento € da circunferéncia
que passa pelo ponto P;

e A partir de € e do comprimento £, aproxima-se
o formato da tora ao de um cilindro;

e Em seguida, obtém-se o raio r e calcula-se o
volume do cilindro, utilizando a formula

V.=m-7- £

Fonte: Souza e Garcia (2016b, p. 242).

Emerson Silva de Sousa e outros




O segundo (método de Francon), desconsidera partes da tora que ndo sdo aprovei-

tadas pela serraria por serem ocas e podres (como a casca) ou apresentarem outros defeitos.

\Modelo 10 e Mede-se o perimetro da circunferencia C a
uma altura aproximada de 1,30 m do chdo
(essa medida é denominada “rodo” da arvore);

e Aproxima-se o formato da tora ao de um

paralelepipedo reto de base quadrada, com

lado igual a g e altura £,

e Por fim, utiliza-se a formula

(9

que pode ser expressa também por

: { V=C?-¢-0,06
Fonte: Souza e Garcia (2016b, p. 242) e ENEM 2010.1 - Q. 158 (prova azul).

Considere a seguinte situagdo: Um técnico em manejo
florestal (figura ao lado) recebe a missdo de cubar, abater
e transportar cinco toras de madeira, de duas espécies
diferentes, sendo: 3 toras da espécie I, com 3 m de rodo,
12 de comprimento e densidade 0,77 toneladas/ m3; 2

toras da espécie II, com 4 m de rodo, 10 m de

comprimento e densidade 0,78 toneladas/ m3. Apos
realizar seus calculos, o técnico solicitou que enviassem

caminhdes para transportar a carga.

Identificacdo de Varidveis a partir da Situacao 2.4.1 (Sugestoes)

Ha dois modelos matemaéticos para se calcular o volume da tora de uma arvore. O
primeiro é o modelo geométrico (Modelo 9) que considera a tora, simplesmente, como
um cilindro reto, onde r (medido em metros) representa seu raio, e £ (medido em
metros), o comprimento da tora. J4 o segundo modelo, chamado modelo de Francon
(Modelo 10), considera a tora como um paralelepipedo reto de base quadrada. Para
isso, primeiramente faz-se a medig¢ao do “rodo” da arvore, que é o perimetro de sua
circunferéncia, representada por C (medida em metros), a uma altura aproximada
de 1,30 m do chdo, e £ (medido em metros), é o comprimento da tora. Em seguida,
desconsiderando as partes da tora que ndo sdo aproveitadas, como a casca e outros
defeitos, considera-se a tora como um paralelepipedo reto, cuja base quadrada tenha
aresta medindo C /4.
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2?2 Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.4.1 (Sugestoes)

O que é um cilindro reto? O que é um paralelepipedo reto? Utilizando os dois
métodos de cubagem de madeira, qual o volume de cada espécie nesse manejo?

Sabendo que a densidade de um corpo é definida pord = %, sendo M a massa (nesse

caso em toneladas) e V é o volume (nesse caso em m3), quantas toneladas serdo
contabilizadas nesse manejo em cada um dos métodos de cubagem apresentados?
Qual dos dois métodos apresenta um maior volume para a madeira manejada? Qual
dos dois é mais coerente no processo de cubagem? Por qué? Qual a relacdo entre
esses dois métodos? Se o volume de certa tora de madeira, com 12 m de
comprimento, foi calculado em 9,42 m3 pelo método geométrico, qual sera o volume
dessa tora calculada pelo método de Francon? etc.

Tarefa sugerida ...

Tarefa 1: Agdes exploratorias (Situacao 2.4.1)

1) Utilizando os dois métodos de cubagem de madeira (geométrico e Francon),
calcular o volume de cada espécie no manejo da situacdo acima; 2) Utilizando o
conceito de densidade de um corpo, tentar calcular a quantidade (em toneladas) de
madeira contabilizada nesse manejo em cada um dos métodos de cubagem; etc.

3? Etapa: Desenvolvimento do contetado curricular e Resolucao

Discussdo em torno da Situacao 2.4.1 (Sugestao)

Com os resultados obtidos na Tarefa 1, o professor pode discutir e analisar junto
com os estudantes a coeréncia dos métodos de cubagem (geométrico e Francon). Além
disso, o professor pode instigar os estudantes, questionando-os como foram obtidas
as férmulas dos dois métodos de cubagem, destacando, aqui, a necessidade do
estudo de prismas e cilindros.

Observacao: Nesse momento devera ser desenvolvido (autonomia do professor)
o contetido essencial sobre prismas e cilindros que atenda as necessidades dos problemas

propostos ...
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Tarefa 2: Resolver os problemas da Situacao 2.4.1 (Sugestoes)

Identificar que no método de Francon, esta envolvido o célculo do volume de um
prisma (paralelepipedo) e no método geométrico, de um cilindro. Assim, se o volume
de certa tora de madeira, com 12 m de comprimento, foi encontrado 9,42 m3 pelo
método geométrico, calcular o volume dessa tora pelo método de Francon; etc.

> Situacdo 2.4.2: Quanto tem chovido em sua cidade?

1? Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(IEZZI et al., 2016b, p. 197-198). O agravamento da crise hidrica na regido Sudeste
nos ultimos anos, as secas “permanentes” em algumas regides do Nordeste e os eventos
climaticos extremos decorrentes do aquecimento global fizeram com que assuntos como
indice pluviométrico, nivel dos mananciais que abastecem a populacdo, desperdicio e consumo
consciente de d4gua ganhassem cada vez mais espaco no cotidiano do brasileiro. Conhecer
o indice pluviométrico de uma regido é importante para que se reinam informacdes tteis
para a economia local (agricultura, pecudria etc.), além de auxiliar no planejamento urbano,
prevendo usos mais adequados para areas onde possam ocorrer desabamentos, desliza-

mentos de terra ou inundacdes, por exemplo.

E vocé? Quando ouve noticias com dados do indice pluviométrico, como “Nesta
semana, as chuvas em determinada cidade superaram o indice de 25 mm”, sabe o que
significa? O indice pluviométrico indica a quantidade de chuva por metro quadrado

registrada em certo local, em um determinado periodo de tempo.

2

O pluviometro é um instrumento utilizado para

fazer essa medicdo (em mm). Assim, quando
dizemos, por exemplo, que o indice pluviométrico

em certa regido foi de 25 mm na semana, significa

que, se tivéssemos um reservatério aberto de 1 m?
da drea de base, o nivel de dgua atingiria a altura
de 25 mm (figura ao lado).

E claro que os pluvidmetros ndo precisam ter, como base, um quadrado de area

1m*. Ha varios tipos de pluvidmetros e, no Brasil, o Instituto Nacional de Meteorologia

(Inmet) utiliza o modelo Ville de Paris, cujo bocal de 22,57 em de didmetro, equivale a uma
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area de captacdo de chuvas de 400 ecm®, medida recomendada pelas normas internacionais.
(figura abaixo).

Figura 6: Pluviometro modelo Ville de Paris

/’_\ m Pluvidmetro tipo Ville de Paris

20 cm

400 cm2 de boca

22,57 cm , .
capacidade 4 litros

t ] 20cm| 400cm?

Proveta

graduada
L torneira Existern provetas
graduadas em
décimos de mm
) | de 7,10,25e80 mm

Fonte: Adaptado a partir de https://www.hexis.com.br/produto/pluviometro-em-inox-ville-de-paris-
125mm-com-proveta e http:/ /www.observatorio-phoenix.org/k ensaios/24 k16 a.htm.

No Ville de Paris a leitura do indice pluviométrico é feita com o auxilio de uma
proveta, tubo cilindrico de vidro ou plastico graduado em milimetros (figura acima), sendo
que cada 1 mm indicado na proveta significa a precipitacdo de dgua da chuva de 1 I/m?
. Vale destacar que em cidades grandes, geralmente, ha varias estagdes de medicdo da
intensidade da chuva. A média das intensidades de precipitacdo medidas nesses pontos,
em certo periodo (més, por exemplo), fornece o indice pluviométrico da regido, no periodo

considerado.

Em 2013, um grupo de pesquisadores da UFOPA apresentou, na 65° Reunido Anual
da Sociedade Brasileira para o Progresso da Ciéncia (SBPC), um estudo sobre o indice plu-
viométrico da regido de Santarém (PA) entre os anos de 1969 e 2010'. Comprovaram que o
regime pluviométrico nessa regiao é dividido em dois periodos: chuvoso (janeiro a junho)
e menos chuvoso (agosto a dezembro), sendo julho e dezembro os meses de transigdo do
periodo chuvoso para o seco e do periodo seco para o chuvoso, respectivamente. Os trés
meses com maiores indices foram fevereiro, marco e abril, enquanto que setembro, outubro,
novembro e dezembro, foram os mais representativos da estagdo menos chuvosa. Verificou-
-se, finalmente que, a média anual pluviométrica nesses 41 anos foi de 2318 mm, detalhada

na tabela abaixo:

1 Disponivel em: http:/ /www.sbpcnet.org.br/livro/65ra/resumos/resumos/2250.htm. Acesso em: 19 jul. 2018.
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| Modelo 11 Pluviosidade média mensal (em mm) em Santarém - PA (1969-2010)

Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov Dez
256 330 435 395 324 150 101 60 31 40 65 131

De acordo com o estudo, a demanda anual de 4gua no municipio é de
21 000 000 m?3 por ano. Além disso, da area total do municipio
(aprox. 18 000 000 m?), 5 000 000 m? tem potencial de captacdo de
agua das chuvas, sendo que, somente 2 588 500 m? podem ser
utilizados efetivamente para essa captagao.

Identificacdo de Varidveis a partir da Situacao 2.4.2 (Sugestoes)

Cada valor que aparece na tabela (Modelo 11) indica a média mensal do indice
pluviométrico (em mm) na cidade de Santarém-PA. Com esses nimeros, porém,
pode-se medir a quantidade média de chuva (em m3) que cai uniformemente sobre
a cidade de Santarém-PA em cada més do ano. A demanda anual de dgua nessa
cidade representa o volume indicado por V; = 21 000 000 m?3, sendo que a drea total
da cidade com potencial de captagdo de dgua da chuva é Ay = 5000 000 m?, embora
a area que pode ser efetivamente considera para essa captagdo é Ay = 2 588 500 m?.
Esses valores (A7 e Ag) representam as dreas das bases quadradas de paralelepipedos
retos, a partir dos quais, utilizando os indices pluviométricos indicados na tabela
(Modelo 11), pode-se calcular, respectivamente, a quantidade média mensal/anual
de dgua da chuva que poderia ser captada em todo seu potencial e a quantidade que
é realmente possivel.

2? Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.4.2 (Sugestoes)

De acordo com essas informagdes, qual o volume anual de dgua que pode ser
captado das chuvas se utilizada a drea com efetivo potencial (2 588 500 m?) para
essa captacdo? Se forem utilizados reservatorios cilindricos com diametro da base
de 6 m e altura 5 m, quantos desses reservatérios poderiam ser enchidos durante
um ano com a agua captada? E se os reservatdrios forem prismas quadrangulares
retos (paralelepipedo reto-retdngulo) com 6 m de aresta da base e 5m de altura,
quantos podem ser enchidos com a agua captada durante um ano? E se os
reservatorios forem prismas hexagonais regulares retos, com aresta da base
medindo 3 m e altura 5 m? etc.
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Tarefa sugerida ...

Tarefa 1: Agdes exploratorias (Situacao 2.4.2)

1) Com base nos dados do Modelo 11, calcular a pluviosidade média anual (em mm)
no municipio de Santarém/PA; 2) De acordo com as informagdes fornecidas, tentar
calcular o volume anual de 4gua que pode ser captado das chuvas em Santarém se
utilizada a drea com efetivo potencial (2 588 500 m?) para essa captacdo; etc.

3? Etapa: Desenvolvimento do contetido curricular e Resolucao

Discussdao em torno da Situacao 2.4.2 (Sugestao)

Chamar a atencdo dos estudantes para o fato de que o sélido geométrico utilizado
para calcular o volume de dgua no item 2) da Tarefa 1 é um paralelepipedo reto-
retingulo (prisma). O professor pode destacar que outros tipos de sélidos
geométricos podem ser utilizados para captacdo e armazenamento de dgua. Aqui
pode ser evidenciada a necessidade do estudo de prismas e cilindros.

Observacao: Nesse momento devera ser desenvolvido (autonomia do professor)
o contetdo essencial sobre prismas e cilindros que atenda as necessidades dos problemas

propostos.

Tarefa 2: Resolver os problemas da Situacdo 2.4.2 (Sugestoes)

1) Utilizando reservatorios cilindricos com didmetro da base de 6 m e altura 5m,
tentar encontrar o nimero de reservatorios que poderiam ser enchidos durante um
ano com a agua captada da chuva no municipio de Santarém/PA; 2) Fazer o mesmo
do item anterior para o caso de os reservatoérios serem prismas quadrangulares retos
com 6 m de aresta da base e 5 m de altura; 3) Fazer o mesmo do item anterior para
o caso de os reservatorios serem prismas hexagonais regulares retos, com aresta da
base medindo 3 m e altura 5 m; etc.

Observacao: O desenvolvimento do contetido pode ser direcionado pela sugestao

a seguir:
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Topicos Desenvolvimento em resumo

Area de algumas figuras planas

Retangulo Quadrado
A h
A a
b
«A=b-h>» a
KA=a-a=a*>»
Paralelogramo Trapézio
b b B b
h = h h
- e — a [
B
KA=b-h> (B+b)-h
KA=——""
2
Revisio sobre area Triangulo Triangulo Equilatero
de figuras planas P o/° A
h
a
M N Z
’ \
b-h \
KA=—> : ol «
2 —
]
a?-3
K A= >
4
Hexagono Regular Circulo

P <o

3-a%2-3
_— >

«A==
2 KA=m-1r*>»
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Prismas

Considere dois planos « || #, um poligono convexo P € «, e
uma reta r que intersecta a e f nos pontos X e Y.

Por todos os pontos de P, trace retas paralelas a r e observe
que todos os segmentos formados pela intersecdo dessas
retas com os planos a e 8 sdo congruentes ao segmento XY.

A reunido de todos esses segmentos é um sélido chamado
prisma.

Ilustracado e elementos de um prisma

poligono convexo P

altura

aresta
lateral

aresta da base

A :
3 @

\ i

i T

i |

i

| |

i q

i 1

pr i e J‘
'(I ” = ~
b &l
[£]
prisma obliguo prisma reto prisma reto prisma obliquo
triangular quadrangular pentagonal hexagonal

Obs.: Se as bases de um prisma sao poligonos regulares, ele é
chamado prisma regular.

Paralelepipedo: é todo prisma cujas bases sao
paralelogramos.

' paralelogramo

paralelogramo

paralelogramo

———retangulo

retangulo

quadrado

————— quadrado

retangulo

el bt
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Considere um circulo de cento O eraio r C &, e um segmento
PQ, cuja reta suporte intersecta a.

Tome segmentos paralelos e congruentes a PQ, cada um com
uma extremidade em um ponto do circulo e com a outra

Cilindros extremidade em um mesmo semiespaco determinado por a.

A reunido de todos esses segmentos é um sélido chamado
cilindro circular ou, simplesmente, cilindro.

[lustracdo e elementos de um cilindro

base

geratriz

eixo

base —— @ ———F-----

; H i
cilindro obliquo dlindro reto ci
O cubo unitirio (aresta mede 1uc - wunidade de
comprimento) é a unidade de medida de volume. Significa
que:

um cubo unitario = 1 (uc)3

1

1
Cubo unitario

Volume de um paralelepipedo reto retangulo

Considere um paralelepipedo reto retangulo P, medindo
5 uc de comprimento, 2 uc de largura e 3 uc de altura. O
volume de P pode ser calculado, fazendo (5 uc) - (2 uc)-
(3 uc) = 30 (uc)3.

Volume de Prismas
e Cilindros

R R D SR D I LVt LR
) sy
--»"---_‘n-f:--r-f --ﬂr«f == 3uc

aladlal
T

3uc

e
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Significa que cabe exatamente 30 cubos unitarios dentro de
P.

De modo geral, se um paralelepipedo reto retangulo tem a uc
de comprimento, b uc de largura e c uc de altura, seu volume
pode ser definido por:

V(P)=a-b-c ou V(P)=A,"h

sendo A, = a - b a 4rea da base do paralelepipedoe h = ¢, a
altura.

Principio de Cavalieri: Dois sélidos, nos quais todo plano
secante, paralelo a um dado plano, determina superficies de
areas iguais (superficies equivalentes), sdo soélidos de
volumes iguais (s6lidos equivalentes).

A]_:AZ . V1:V2

Volume de um prisma qualquer

Considere um prisma qualquer P4 e um paralelepipedo reto
retangulo P, como indicado abaixo:

Se B; = B;, entao pelo principio de Cavalieri V(P1) = V(P3).
Portanto,
V(P)=B-h ou V(P) =4, h
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Volume de um cilindro

Considere um Cilindro € e um prisma P, como indicado

abaixo:

Se B, = B;, entdo pelo principio de Cavalieri V(C) = V(P).
Portanto,

V(C)=A4,-h ou V(O)=m-r%-h

4? Etapa: Aplicacao

CC2.4 - Questdes de Aplicacao (sugestao)

Q1. (C4/V2/q.103/p.238) Um dos aqudarios mais
interessantes do mundo esta localizado em um hotel de
Berlim, na Alemanha. Esse aquario, denominado AquaDom,
tem forma cilindrica, com um elevador em seu interior, o
qual ocupa um espaco também cilindrico. O AquaDom
abriga mais de 1500 peixes de vérias espécies. Sua base tem

didmetro de aproximadamente 11,23 m e sua altura mede

25 m.
Sabe-se que o espaco reservado para o elevador no interior do aquario tem aproxi-
madamente 1475 m?. Qual a capacidade desse aquério na parte destinada para armazenar

agua?

Q2. (C4/V2/q.113/p.241) Para medir o volume
de um solido irregular, Beatriz o submergiu
totalmente em um recipiente cilindrico com
agua, conforme o esquema abaixo. a) Discutir o
procedimento para realizar o calculo do volume

desse s6lido; b) Calcule o volume desse s6lido;
c) Pesquisar sobre a experiéncia semelhante
realizada por Arquimedes.
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Q3. (C5/V2/q.24/p.213) A base de uma piscina de paredes verticais é formada por
duas plataformas retangulares horizontais, situadas em niveis diferente, as quais corres-
pondem a parte rasa e a parte funda da piscina, além de uma rampa também retangular,

interligando as plataformas, conforme mostra a figura a seguir. Determine o que se pede:

a) O volume de agua na piscina, caso

esteja totalmente cheia;
05m } . ..
; b) O volume de agua na piscina, caso

esteja “cheia” somente até 1m na

parte mais funda.

Q4. (ENEM -2014) Na alimentacdo de gado de corte, o processo de cortar a forragem,
coloca-la no solo, compacta-la e protege-la com uma veda¢do denomina-se silagem. Os silos

mais comuns sdo os horizontais, cuja forma é a de um prisma reto trapezoidal (figura abaixo):

Considere um silo de 2 m de altura, 6 m de largura
de topo e 20 m de comprimento. Para cada metro de
altura do silo, a largura do topo tem 0,5 m a mais do
que a largura do fundo. Apo6s a silagem, 1 tonelada

de forragem ocupa 2 m3 desse tipo de silo. Sendo
assim, qual a quantidade méxima de forragem que
cabe nesse silo (em toneladas)?

Q5. (ENEM - 2016) Um petroleiro possui reservatério em formato de um paralele-
pipedo retangular com as dimensdes 60 m x 10 m de base e 10 m de altura. Com o objetivo de
minimizar o impacto ambiental de um eventual vazamento, esse reservatoério é subdividido
em trés compartimentos, A, B e C, de mesmo volume, por duas placas de ago retangulares
com dimensdes de 7 m de altura e 10 m de base, de modo que os compartimentos sao inter-
ligados, conforme a figura abaixo. Assim, caso haja rompimento no casco do reservatdrio,

apenas uma parte de sua carga vazara.

Um desastre ocorreu com o petroleiro

10m L, . .
maxima. Ele sofreu um acidente que

ocasionou um furo no fundo do

V - / compartimento C. Para fins de calculo,
10m

considere despreziveis as espessuras das

Y quando este estava com sua carga
1
1
[
1
4
7’
4

60m placas divisérias. Apdés o fim do
vazamento, qual o volume de petréleo
derramado?
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Q6. (ENEM - 2015.1) O indice pluviométrico é utilizado para mensurar a precipita-
¢ao de dgua da chuva (em milimetros - mm) em determinado periodo de tempo. Seu calculo
é feito de acordo com o nivel de dgua da chuva acumulada em 1 m?, ou seja, se o indice
for de 10 mm, significa que a altura do nivel de 4gua acumulada em um tanque aberto,
em formato de um cubo com 1 m? de area da base, é de 10 mm. Em uma regiao, ap6s um
forte temporal, verificou-se que a quantidade de chuva acumulada em uma lata de formato
cilindrico, com raio 30 cm e altura 120 cm, era de um tergo da sua capacidade. Considerando
3 como uma aproximagao de m, calcule o indice pluviométrico da regido (em mm) durante

o periodo do temporal.

Q7. (C5/V2/q.23/p.213) Um recipiente tem internamente a forma de um cubo com
40 cm de aresta, e sua base estd em um plano horizontal. Esse recipiente, cheio de agua, é
inclinado em torno de uma aresta, que permanece na horizontal. De acordo com as medidas

indicadas na figura abaixo, quantos litros de 4gua foram derramados com essa inclinacao?

W

o
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CAPITULO 5

CC2.5 - MATRIZES




Tépicos do Contetdo Objetos de Conhecimento | Competéncia | Habilidade

e Adicdo e Subtracdo de |® Conhef:imentos C1 H1
matrizes NUMErICOos C5 H3

e Multiplicacdo de um ntimero |*® Cor,lhe.cnnentos o H21, H22
real por uma matriz algébricos/ geométricos

e Multiplicacdo de matrizes

> Situacdo 2.5.1: Mensagens criptografadas!

12 Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(DANTE, 2016b, p.77). Atualmente, com a comunicagao eletronica, muitas atividades
dependem do sigilo na troca de mensagens, principalmente as que envolvem transacoes

financeiras. Os sistemas de envio e recepcao de mensagens codificadas chamam-se Cripto-

grafia.
Uma forma de codificar mensagens, por exemplo, é trocar letras ] e e [l
I Z [ Y [ X |V ]U
por nimeros, como indicado na tabela-cédigo ao lado. Nessa 2|7 [s[r|a]r
tabela-c6digo, uma letra é identificada pelo ntimero formado z ? T :\ ; :
pela linha e pela coluna, nessa ordem. Assim, o nimero 32 - RN e S A

corresponde a letra N.

A mensagem final M é dada por:

|Modelo 12 A+B =M

onde B é uma matriz fixada (matriz decodificadora), que deve ser mantida em
segredo, e 4 é uma matriz enviada ao receptor legal. Cada linha da matriz M corresponde a

uma palavra da mensagem, sendo o 0 (zero) a auséncia de letras ou o espaco entre palavras.

José, que é estudante de Direito na UFOPA, trabalha como estagidrio num escritério
de advocacia na avenida Mendonca Furtado, préoximo ao Férum de Santarém. Sem se dar
conta que estava sendo observado, José “tuitava” durante o horario de trabalho (o que nao
é permitido nesse escritério) quando recebeu uma mensagem do seu chefe, que continha
uma matriz 4 (abaixo). De posse da matriz B (abaixo) e da tabela-c6digo, José decodificou

a mensagem.
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12 20 13 8 50 25 1 10 11 10 15 -8 30 -1
0 0 34 32 3 4 O 14 31 19 19 -3 -4 0
A=|45 26 13 24 0 0O O| e B=|6 -4 8 31 O 0 0
30 45 16 20 11 17 O -8 6 16 32 20 -17 O
1 50 21 3 35 42 11 44 -8 13 30 20 10 20

Identificacao de Variaveis a partir da Situacdo 2.5.1 (Sugestoes)

B é uma matriz fixa, chamada matriz decodificadora, que deve ser mantida em
segredo, e A é a matriz que contém a mensagem “oculta” codificada, enviada ao
receptor legal. Cada linha da matriz M corresponde a uma palavra da mensagem,
sendo o 0 (zero) a auséncia de letras ou o espago entre palavras.

2? Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.5.1 (Sugestdes)

O que é uma matriz? O que sao as linhas e colunas de uma matriz? O que é a ordem de
uma matriz? Qual a ordem das matrizes A e B acima? Que condicao é necessaria (e
suficiente) para que seja possivel a soma de duas matrizes? E possivel fazer a soma
das matrizes A e B acima? Por qué? Qual a mensagem criptografada enviada a José
pelo seu chefe? Levando em consideracao a adverténcia que recebeu, José decidiu
pedir desculpas ao chefe e enviou uma mensagem codificada com a seguinte frase:
“DESCULPE ME CHEFE”. Qual serd a matriz M? Qual devera ser a matriz A enviada
a chefia? E tinica essa matriz? etc.

> Situagdo 2.5.2: Fabricag¢do de televisores em Manaus/AM
1? Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(SMOLE; DINIZ, 2016b, p. 241, adaptado). Uma fébrica do Polo Industrial de

Manaus fabrica trés modelos diferentes de televisores: A, B e C.

Y w\%
Fonte: https:// d.emtempo.cér /economia/ 143307 / Droducao—de-tv-tem—queda—brusca-no-pim—no—
primeiro-bimestre e https:/ /tecnologia.ig.com.br/lg-lanca-tv-com-internet-aplicativos-e-3d-no-brasil /
n1597127124728 . html.
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A tabela I (abaixo) mostra o nimero de componentes (Teclas e Alto-falantes) usados
em cada modelo, e a tabela II (abaixo) mostra uma encomenda desses televisores para os

meses de novembro e dezembro.

‘ Modelo 13 Tabela II
Tabela I Novembro | Dezembro
A B C Modelo A 80 200
Teclas 10 12 15 Modelo B 100 150
Alto-falantes 2 2 4 Modelo C 50 100

Fonte: Smole e Diniz (2016b, p. 241).

Identificacao de Varidveis a partir da Situagao 2.5.2 (Sugestoes)

A tabela I pode ser representada por uma matriz M;, formada por duas linhas e trés
colunas, indica o nimero de componentes (teclados e alto-falantes) necessarios para
cada modelo de TV (A, B e C). As linhas de M; representam os componentes, e as
colunas, os modelos. J4 a tabela II, representada por uma matriz M,, formada por
trés linhas e duas colunas, descreve uma encomenda para os meses de novembro e
dezembro (sdo as linhas) de televisores nos trés modelos A, B e C (sdo as colunas).
Por fim, a tabela que indica o prego dos trés modelos de televisores podera ser
representada por uma matriz coluna P, formada por trés linhas.

2?2 Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.5.2 (Sugestoes)

Quantos componentes (Teclas e Alto-falantes) serao necessdarios para atender a
demanda (encomenda) nesses dois meses? Nessa encomenda, quanto a fabrica
receberd por cada modelo de TV, sabendo que cada aparelho é vendido por
R$ 500,00 (modelo A), R$ 600,00 (modelo B) e R$ 800,00 (modelo C)? Considere
que a Tabela III é a tabela de precos dos trés modelos de televisores. Se, ao adquirir
os componentes para a encomenda solicitada, constatou-se um desconto total de 5%
no valor previsto e a fabrica deseja repassar esse desconto para o cliente nos valores
de cada modelo de TV, como fica a nova tabela de pregos?

> Situacdo 2.5.3: A camera de seu Smartphone tem boa resolucio?

12 Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(DANTE, 2016b, p. 86; IEZZI et al., 2016b, p. 91). Vocé sabia que uma imagem na tela
de um computador ou de uma televisao de tecnologia mais moderna, ou uma foto tirada

em uma camera digital podem ser representadas por matrizes? Pois é! Essas imagens sao na
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verdade formadas por pequenos pontos (pixels), elementos de uma matriz. O pixel é a menor
unidade (elemento) de uma imagem digital. Em linguagem informal, pixels sdo mintsculos
“pontinhos” coloridos que, reunidos, compdem uma imagem. Por exemplo, uma imagem
de resolugdo 800 X 600 tem 800 - 600 = 480 000 pixels distribuidos em 800 colunas e 600
linhas. A figura abaixo mostra uma mesma imagem (modelo sueca Lena Soderberg em 1972

- “first lady of the internet”) com resolug¢des diferentes.

Figura 8: Resoluc¢oes de uma imagem
512 x 512 256 X 256 128 x 128

Fonte: https:/ /docs.google.com/viewer?url=http %3A %2F % 2Fhpc.ct.utfpr.edu.

br %2F~charlie %2Fdocs % 2FPID %2FPID_AULA 09.pdf.

O megapixel é um multiplo do pixel e corresponde a 1 milhao de pixels. Por exemplo,
uma imagem digital obtida por uma cadmera com resolucdo de 3 840 pixels na horizontal
e 2 400 pixels na vertical (3 840 X 2 400) corresponde a um total de 9 216 000 pixels (pois
3 840-2 400 = 9 216 000), ou seja, aproximadamente 9 megapixels. Uma imagem pode ser
associada por meio de um algoritmo computacional a uma matriz cujos elementos sdo os

pixels.
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Figura 9: Imagens e matrizes correspondentes

FrrrOr O

OO~ -

Imagem binaria
Oel)
Matriz 12x12

Imagem bindaria

(Oel)

Matriz 35x35

Imagem tons

cinza

(256
tonalidades

)

Matriz 10x10

Imagem colorida

RGB
(16 mil
tonalidades)

artir de lezzi et al. (2016b, p. 73-74) e https:/ /craftofcoding.wordpress.

/0
Quando um programa gréfico altera a posicao, reflete, rotaciona ou muda a

2 /15/image-processing-why-lena-doesnt-matter-anymore/ .

anizado a
com/2017

Fonte: Org,

a4 mudando a posicao dos pixels que a formam. Em

escala de uma imagem, na verdade est

computacdo grafica isso tudo é feito por operacoes de matrizes; é o que se chama de trans-

ao trés

tricas no plano s

Oes geomé

transformac

Basicamente, as

icas.

tr

oes geomé

formag

(quatro?): translagao, reflexao, rotacao e escala. As figuras abaixo, representas por A e iden-

tificadas como matrizes, foram submetidas a essas transformacdes, obtendo-se em seguida

as figuras 4"
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| Modelo 14 Translagao: deslocamento (vertical ou horizontal) sem alterar forma e
dimensoes.

| Modelo 15 Reflexao: espelhamento de uma figura (simetria axial).
by

10+

9+

g 4

24

6 .

5 -

4 e b

34

>4

T | | x

—8-1-6-5-4-3-2-10 1 2 34 56 7891

|M0delo 16 Escala: modificagdo no tamanho da figura (ampliagdo ou reducao).

by

Fonte: Dante (2016b, p. 87-91).
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Identificacao de Varidveis a partir da Situacao 2.5.3 (Sugestoes)

As figuras (Modelos 14, 15 e 16) podem ser representas por A, matrizes que sdo
submetidas a transformacdes geométricas (translagao, reflexio e escala). Ja as figuras
identificadas por A’, representam o resultado dessas transformagdes quando
aplicadas a 4.

2?2 Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.5.3 (Sugestoes)

Quais os vértices da figura A em cada modelo acima? E da figura A'? Como
representar na forma matricial as figuras A e A’ em cada caso acima? Que operacao
matricial ocorre no Modelo 14 (translacdo)? E nos outros modelos (rotacdo, reflexdo
e escala)? etc.

3? Etapa: Desenvolvimento do contetado curricular e Resolucao

Observacao: Nesse momento devera ser desenvolvido (autonomia do professor) o

contetido essencial sobre Matrizes que atenda as necessidades dos problemas propostos ...
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Topicos Desenvolvimento em resumo

Uma matriz do tipo m x n é toda tabela retangular de m - n
nameros reais dispostos em m linhas e em n colunas.

Podemos representar matrizes das seguintes maneiras:

=12 =4y R
Ex1: A = ( 5 & 7 ) utilizando parénteses.
Matriz 2 x 3, isto ¢, tem 2 linhas e duas colunas.
5 2
Ex2: B =1 —12; utilizando chaves.
0 4

Matriz 3 x 2, isto é, tem 3 linhas e duas colunas.

Ex3: C = ”_63 8

| utilizando barras duplas (menos comum).

Matriz 2 por 2, isto é, tem 2 linhas e duas colunas.

Indicamos uma matriz por letra maitscula e seus elementos
por letra mindscula acompanhados de dois indices: o primeiro
denota a linha a qual o elemento pertence e a segunda a coluna,

Matrizes: definicdo conforme ilustrado a seguir:

e tipos a, a, a; - a . 3
aZ] a22 a23 - aZ] " aZn
a3l a32 a33 - a3] - a3n

A — H H H H H
a, A, a; . & . A
Ay Ay, Ay e Ay e Ay

Em notagdo abreviada, essa matriz pode ser escrita de
forma algébrica como:

A= (aij)mxn ou A= (aij),l <is<ml<j<ncomiejeN
Tipos de Matrizes:

Matriz Quadrada: é aquela em que o nimero de linhas é igual
ao numero de colunas. Os elementos a;j, tais que i=
J, constituem os elementos da diagonal principal e os
elementos a;;, onde i + j = n + 1, sdo os elementos da diagonal
secundaria.
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diagonal secundaria diagonal principal

Matriz Identidade é toda matriz quadrada na qual os
elementos da diagonal principal sdo formados por 1 e os
demais elementos sao nulos.

Matriz Oposta: é a matriz —A4, formada por todos os elementos
da matriz A multiplicado por —1.

Matriz Transposta: é a matriz A* obtida pela troca ordenada
das linhas e das colunas de uma matriz A do tipo m x n.

-2 2
6 0]

Exemplo: Se A = [_22 8 _31], entdo At =
-1 3

Adicao de
matrizes

A soma das matrizes A = (a;;) e B= (b;;) de mesmo tipom x n
é a matriz C= (cij) do tipo mxn em que ¢;; = a;; + b;j,1 <
i <m,1 < j <n.Simbolicamente: A + B = (aij + bij).

Exemplo: Dadas as matrizes A e B abaixo.

35 -2 1 —4 -1
A=|2 8 -6 B=|7 0 2
1 4 2 31 0

A matriz C, resultante da soma de A com B sera encontrada
da seguinte forma:

¢
341 SHE—4) {—2—1) 4 1 -3
2+7 B8+D (—6)+2 |=| 9 8 —4
143 4+1 2+0 45 ¢
Propriedades

Dadas as matrizes A, B e C de mesma ordem. Sdo validas as
seguintes propriedades:
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*A+B=B+A

*(A+B+C=A+(B+0

*A+0=0+ A = A,sendo 0 a matriz nula de mesma ordem
*A+(-A)=(-A)+A=0

Multiplicacao de um ntimero real por uma matriz

Se A é uma matriz m x n, de elementos (a;;) e & é um
namero real, entdo a - A é uma matriz m x n cujos elementos
sdo a - (a;)).

5 8 -1

4 3 6 ), entao a matriz 2A sera

Exemplo: Sendo A = (
dada por:

2:5 2-8 2(-1) _(10 16 —2]
2(—4) 2-3 2-6 -8 6 12

Propriedades

Sendo a e f numeros reais e A e B matrizes de mesma ordem,
entdo sao vélidas as seguintes propriedades:

« (a+PB)A=cA+pA
* a(A+B)=0aA + aB

* a(BA) = (aB)A
A=A

Multiplicagao de
matrizes

Dada uma matriz A = (a;;) do tipo mxn e uma matriz B=
(bij) do tipo mxp, o produto da matriz A pela matriz B
(notagdo: A - B ou AB) é a matriz C= (¢;;) do tipo m x p tal que
o elemento ¢;; é calculado multiplicando-se ordenadamente os
elementos da linha i da matriz A, pelos elementos da coluna j
da matriz B, e somando-se os produtos obtidos.

2 1

Exemplo: Se A=|3 4|e A= [170 g _02], entdo pode ser
5 6
calculado da seguinte forma:
2:-7+1-10 2-8+1-5 2-0+1-(-2) 24 21 2
3:-7+4-10 3-8+4-5 3-0+4-(2) |T| 61 44 -8
5:7+6:10 5:-8+6-5 5-0+6-(-2) 95 70 -12

Propriedades

Supondo que A, B e C sdo matrizes sejam de tipos tais que as
operacgdes abaixo podem ser realizadas, valem as seguintes
prpriedades:

e (A-B)-C=A-(B+C) (Associativa)
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e (A+B)-C=A-C+B-C (Distributiva a direita em relacdo
a adigdo.)

e C-(A+B)=C-A+C-B) (Distributiva a esquerda em
relacdo a adicdo)

Observacoes:

i) A multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa, isto é, em
geral A-B # B - A.

ii) Se A é uma matriz quadrada de ordemn, temos A-I,, = I,
A = A (elemento neutro).

4? Etapa: Aplicacao

CC2.5 - Questdes de Aplicacao (sugestao)

Q1. (Sistema Elite - Belém / Adaptado)
Sabor Acai

Poe tapioca, poe farinha d’dgua,

Poe agticar, ndo poe nada.

Ou me bebe como um stco.

Que eu sou muito mais que um fruto.

Sou sabor Marajoara.

Nilson Chaves e Jodozinho Gomes

Imagem: <cantinho da amazonia.blogspot.com>
O acai é uma verdadeira instituicio cultural no Para. E como o churrasco para o
gaucho, a pizza de domingo para os paulistanos ou o jogo no Maracana para os
cariocas. S6 que todos os dias. Seu Juquinha é empreséario do ramo e possui duas lojas
de venda de acai que abrem somente aos sdbados e aos domingos. A tabela I indica a
quantidade de litros produzida por cada loja diariamente e a tabela II indica o prego

em reais de cada litro nos respectivos dias.

Tabela | Sabado | Domingo
Tabelal | Fino | Médio | Grosso 11
Anacai | 30 20 10 Fino 8 10
Belacai | 40 | 30 20 Medio 12 15
Grosso 18 20
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Qual o total arrecadado com a loja Anacai em um final de semana? Qual o total
acumulado pelo seu Juquinha vendendo acai num domingo nas duas lojas?

Q2. (C7/V.2/q.41/p.92) Uma pesquisa realizada com alguns alunos do Ensino Médio
de duas escolas tinha o objetivo de indicar o tipo de computador que eles preferiam
para estudar fora da sala de aula. Os resultados de cada escola foram organizados em
planilhas eletronicas.

[ Jo] ] [ Jol' ]

A ] B | [ | D A | B C D

1 Escola X 1 EscolayY
Tipo de Tipo de

2 mmm 1°ano 2% ano 32ano 2 mm 12ano 2ano 32ano
3 mesa 12 8 14 3 mesa 10 11 15
4 portatil 6 1 13 4 portatil 14 12 12
5 5

a) Determine a Matriz Z que representa a preferéncia pelo tipo de computador, de
acordo com o nivel de escolaridade dos alunos entrevistados dessas duas escolas.

b) Considerando essas duas escolas, em qual ano do Ensino Médio 25 entrevistado

preferem computadores portateis?

Q3. (UEL-PR) Uma nutricionista recomendou aos atletas de um time de futebol a
ingestdo de uma quantidade minima de certos alimentos (fruta, leite e cereais)

necessaria para uma alimentac¢do sadia.

A matriz D fornece a quantidade diaria 200 | fruta

minima (em gramas) daqueles alimentos. D = | 300 | leite

A matriz M fornece a quantidade (em gl | casess

gramas) de proteinas, gorduras e

carboidratos fornecida por grama fruta  leite  cereais

ingerido dos alimentos citados. A matriz 0,006 0,033 0,108 | proteinas

que mostra a quantldac,ie didria minima M=|0001 003 0,018 | gorduras

(em gramas) de proteinas, gorduras e )
0,084 0,052 0,631 | carboidratos

carboidratos fornecida pela ingestao

daqueles alimentos é:
18,20 29,70 48,30 51,90

a) \ 36,30 ] b) \ 16,20 ] c) [ 36,00 ] d) [ 48,30 ] e) \
454,20 405,60

460,20 432,40

21,50

75,90 ]
411,00
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Q4. (UFSM-RS) O diagrama dado representa a
cadeia  alimentar simplificada de um
determinado ecossistema. As setas indicam a
espécie de que a outra espécie se alimenta.
Atribuindo o valor 1 quando uma espécie se
alimenta de outra e zero, quando ocorre ao
contrario, tem-se a seguinte tabela:

8

g
£
2
g
o
3
]
-
@
g
b

Urso Esquilo | Inseto | Planta
Urso 0 1 1 1
Esquilo 0 0 1 1
Inseto 0 0 0 1
Planta 0 0 0 0
A matriz A = (a;;)4x4, associada a tabela, possui a seguinte lei de formagao:

_(0,sei<j _(0,sei=j _(0,sei=j

a) aij = {l,se i>j b) aij = {1,sei * j €) @ij = {1,se i<j
0,sei#j 0,sei<j

d)aij_{l,seizj ) ij—{l,sei>j
Q5. (UFRS) A matriz C fornece, em reais, o custo das por¢des
de arroz, carne e salada usadas em um restaurante. A matriz P
fornece o namero de porgdes de arroz, carne e salada usadas na C=|3| carne
composicdo dos pratos tipo P1, P> e Ps3 desse restaurante. A 2 | salada
matriz que fornece o custo de producao, em reais, dos pratos

1| arroz

Py, PrePsé arroz carne salada
7 4 9 2 2
a) \9 b) H 0) [11] d) H e) H 2 1 L | prato P
8 4 4 8 4 P=| 1 2 1 | prato P,
2 2 0 | prato P,

Q6. (C2/V2/q.48/p.89) Um laboratério fabrica um antidcido efervescente em duas
versdes: Tradicional (T) e especial (E). Na tabela, seguinte temos a composicao de
envelopes de 5 g, nas duas versdes:

2

s

g

Versao T E E

Componente g

2

Bicarbonato de sodio 23g 2,59 E
Carbonato de sodio 05g 059
Acido citrico 224 2g

Emerson Silva de Sousa e outros




a) Em um certo més foram fabricados 6000 envelopes na versao T e 4000 envelopes na
versao E. Calcule, em quilogramas, a quantidade necessaria de cada componente para
a fabricacao dessas 10000 unidades.

B) Represente por meio de multiplicagdo de matrizes, os valores encontrados no item
a.

¢) Em um outro més foram produzidos 15000 envelopes do antidcido. Calcule a
quantidade produzida de cada versdo, sabendo que o consumo total de bicarbonato
de sédio foi de 35,6 kg.

Q7.(C1/V2/q.52/p.90) Considere a figura Aeuma |
rotacao de 90° no sentido anti-horario em torno da
origem (0, 0), originando uma figura D.

a) Obtenha a matriz associada a figura D. 2=}
b) Desenhe em um mesmo plano cartesiano as A
tiguras A e D.

¢) Verifique que a matriz associada pode ser obtida |
cos90° —sen 90°) ) (1 4 4 5) 0
sen90°  cos90° 1 2 3 1/

by
3——

pelo produto (
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CAPITULO 6

CC2.6 - SISTEMAS LINEARES




Toépicos do Contetido Objetos de Conhecimento | Competéncia | Habilidade
e Sistema linear: defini¢do e Conhecimentos C1 H1
e Resolucdo de Sistema linear | Numéricos C5 H3
2x2 por adicio e |® Conhecimentos 119, L1
substituicdo algébricos ’
e Resolucdo de Sistema linear |® Conhecimentos H22, H23
por Escalonamento: | algébricos/geométricos
classificacao

> Situacdo 2.6.1: Vocé se alimenta de modo sauddvel?

12 Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(DANTE, 2016b, p. 109). O organismo humano, bem como o de outros animais, para
seu bom funcionamento necessita de varios tipos de substancias, sais minerais, vitaminas,
proteinas, etc. Considere o caso de uma pessoa que, por recomendacdo médica, necessita
fazer uma receita de modo que a quantidade de cada alimento a ser ingerido corresponda
as necessidades diarias de vitamina C, calcio e magnésio. Ela se alimentara de trés diferentes
ingredientes, e cada um deles possui uma determinada quantidade de nutrientes (expressa
em miligramas - mg) por unidade de ingrediente (por exemplo, por colher), conforme

apresentado na tabela a seguir.

|Modelo 17 Tipo de alimentos (1, 2 e 3) e respectivas quantidades de nutrientes
(mg):

Nutriente 1 2 3

Total necessario
de nutrientes (mg)

Vitamina C 10 | 20 | 30 100
Calcio 40 | 40 | 10 210
Magnésio 20 | 10 | 30 110

Fonte: Dante (2016b, p. 109).

Identificacao de Varidveis a partir da Situagdo 2.6.1 (Sugestoes)

As quantidades dos trés alimentos (1, 2 e 3) que atende a necessidade simultanea
dos trés nutrientes (Vitamina C, Calcio e Magnésio), serdo identificadas pelas
variaveis x, y e z respectivamente.
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22 Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.6.1 (Sugestoes)

Que quantidade dos trés alimentos (1, 2 e 3) é necessdria para que a receita satisfaca
as necessidades de Vitamina C? Essa quantidade atende a necessidade de Calcio? E
de Magnésio? E possivel representar essa situagdo de modo generalizado, isto §é,
identificando a quantidade dos trés alimentos (1, 2 e 3) por variaveis. Que variaveis
sao essas? Que modelo matematico pode representar a situacdo utilizando essas
varidveis? Por meio desse modelo, como resolver o problema de encontrar a
quantidade dos trés alimentos necessaria para que a receita satisfaca as necessidades
dos trés nutrientes (Vitamina C, Céalcio e Magnésio)?

> Situacdo 2.6.2: Reagdo quimica... que é isso?

1? Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(IEZZI et al., 2016b, p. 121, SMOLE; DINIZ, 2016b, p. 229). Uma reacao quimica é um
rearranjo de moléculas para formar novas substancias quimicas, em que reagentes sdo trans-
formados em produtos. Existem muitos exemplos de reacdes quimicas no cotidiano. Dentre
eles estdo a formacao de ferrugem num pedaco de ferro, a liberagdo de gés carbonico (bolhas
que vemos subir num copo) por um comprimido efervescente em contato com dgua, o apo-
drecimento dos alimentos, a producdo de humos (matéria organica depositada no solo), a

queima de gis num fogdo e de gasolina, etanol ou 6leo diesel no motor de um veiculo, etc.

Figura 10: Rea¢des quimicas

O ferro sofre oxidagdo na presenca de Um comprimido efervescente em
oxigénio e d4gua em um processo contato com a dgua, ocorrendo a
conhecido como ferrugem. liberagdo de gés carbonico.

]

Fonte: Smole e Diniz (2016b, p. 229).

Em uma reacdo quimica, a estrutura dos atomos, enquanto elementos quimicos
ficam inalterados. Os 4tomos de um elemento ndo se transformam em atomos de outro

elemento. Também nao ha perda ou criacdo de atomos novos (Lei de Lavoisier). O ntimero
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de atomos dos reagentes deve ser igual ao nimero de atomos dos produtos. Quando isso

acontece, dizemos que a equagao quimica estd balanceada.

Por exemplo, a agua (H,0) é decomposta em hidrogénio (H;) e oxigénio (@) na
presenca de corrente elétrica. Assim, essa reacdo quimica pode ser representada pela
equacao abaixo (ndo balanceada), onde H,0 é a férmula do reagente, H, e 0,, dos produtos.
H,0 - H,+0,.

Nesta representacao, falta, porém a proporcao correta entre as quantidades de
moléculas envolvidas, pois no reagente ha dois &tomos de hidrogénio e um de oxigénio,

enquanto no produto hé dois atomos de hidrogénio e dois de oxigénio.

Modelo18  Uma forma de balancear essa equacéo é encontrar nimeros inteiros x,
yezem

xH,0 - yH, + z0,
de modo que a quantidade de moléculas se equilibre. Teremos o
sistema:
{Zx —-2y=0

o = 2H0-2H+10

Considere a reacdo a seguir (equacdo ndo balanceada) que representa
o processo de obtencdo do etanol (C,H;O0H) a partir da sacarose (Ci2Hy,044),
Cy,H,, 04y + H,0 = C,H;0H + CO,. Assim, atribuindo incégnitas aos coeficientes de cada

composto, podemos escrevé-la na forma:

‘MOdelO 19 XC12H22011 + szo i ZCZH50H + WCOZ

Identificacao de Varidveis a partir da Situacdo 2.6.2 (Sugestoes)

Os coeficientes estequiométricos que permitem o balanceamento da equagdo quimica
(Modelo 19) serao indicados por x, y, z e w.
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2?2 Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.6.2 (Sugestoes)

Contando a quantidade de atomos na equagdo (Modelo 19) e, igualando a
quantidade no lado dos reagentes a quantidade no lado dos produtos, qual o sistema
linear que representa esse balanceamento? Esse sistema obtido é formado por
quantas equacdes? Quantas incognitas? Passando todas as incégnitas para o
primeiro membro de cada equacdo linear, o segundo membro fica igual a quanto?
Vocé sabe como se chama esse tipo de sistema? Que solucao é imediata para esse
sistema? Essa solucdo serve para balancear a equagao quimica? Por qué? Existe outra
solucdo? Se sim, como encontra-la? Antes de resolver esse sistema, veja como foi
resolvido o sistema anterior, do balanceamento da equacao que da a decomposicao
da dgua (H,0) em hidrogénio (H;) e oxigénio (0;). Como se chegou a solugdo
(2,2,1)? etc.

> Situacdo 2.6.3: Como funciona uma economia (Modelos de Leontief)?
12 Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(ANTON; RORRES, 2012, p. 85; LAY, 2013, p. 43, adaptado). Em 1973, o economista
russo Wassily Leontief, professor em Harvard, foi agraciado com o Prémio Nobel pelo seu
trabalho em modelagem econdémica, no qual utilizou métodos matriciais para estudar as
relacdes entre diferentes setores de uma economia. Uma economia simples, por exemplo,
pode estar dividida em trés setores: manufatura, agricultura e servicos. Tipicamente, um
setor produz certos produtos, mas requer insumos dos outros setores e de si mesmo.
Por exemplo, o setor agricola pode produzir trigo como produto, mas requer insumo de
maquinas agricolas do setor manufatureiro, energia elétrica do setor de servigos e alimento

de seu proéprio setor para alimentar seus trabalhadores.

A maioria dos setores de uma economia produzird produtos, mas podem existir
setores que consomem produtos sem produzir nenhum produto (por exemplo, o setor dos
consumidores). Aqueles setores que nao produzem produtos sdo denominados setores
abertos. Economias sem setores abertos sio denominadas economias fechadas, e economias
com um ou mais setores abertos sdo denominadas economias abertas. Os dois modelos que
constituem essas economias sdo geralmente chamados, respectivamente, modelo fechado e

modelo aberto.

O modelo fechado, como a prépria designacdo indica, consiste em determinar os

precos de produtos produzidos e consumidos por um grupo de industrias de modo que o
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total dos gastos de cada industria seja igual ao total recebido. Ja no modelo aberto, os pregos
dos produtos sao fixados e o objetivo é determinar os niveis de produgdo necessarios para
o setor produtivo sustentar a si mesmo (demanda interna) e satisfazer a demanda do setor

aberto (demanda externa). O modelo fechado pode ser representado pela equacao matricial:

| Modelo 20 P =EP

onde P é uma matriz (coluna) que representa a receita dos setores, isto é, o preco
total dos produtos (bens ou consumo) de cada setor, E é a matriz (quadrada) de troca
(equilibrio) entre os setores, e EP é a matriz (coluna) que representa a despesa total dos
setores e é obtida pela multiplicacdo das matrizes E e P. Para melhor compreender esse

modelo, considere o exemplo:

Ex.1) Trés colegas de trabalho descobriram recentemente que durante o fim-de-se-
mana se dedicam a trés atividades distintas: pesca, producao de pupunha e producao de
acai (Figura 11).

Figura 11: Modelo fechado de uma economia simples
Pesca Pupunha

Fonte: http:/ /www.jesocarneiro.com.br/cidade/foto-do-dia-tarrafa-no-aracu.html, http://
reporterdaamazonia.blogspot.com/2010/01/pupunha-uma-fruta-indispensavel-ao.html htt;gs:[[

correiodecarajas.com.br/acai-para-representa-95-da-producao-nacional-do-ouro-roxo/, http:/ /seplan.
pa.gov.br/estado-elabora-pol % C3 % ADtica-p % C3 %BAblica-para-cadeia-do-a%C3% A7a%C3%AD.

Dada a conjuntura atual, os trés colegas objetivam a venda dos produtos que
conseguem, uma vez que consideram os seus salarios bastante reduzidos e é nestas trés
atividades que procuram reftigio para alcancar algum conforto econdémico. Decidiram que
toda segunda-feira trocariam alguns desses produtos. Combinaram, entdo, que, de cada
unidade (quilograma, cacho e litro) dos produtos adquiridos/produzidos (peixes, pupunha

e acaf) fariam a seguinte troca:
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Quadro 1: Quantidade de produtos trocados

Produtos recebidos por:
Pesca Pupunha Acai
Pesca 0,5 0,4 0,2
Produtos eriltregues P 0.2 0.3 0.1
POk Acai 0,3 0,3 0,7

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ja o modelo aberto pode ser representado pela equagao matricial:

| Modelo 21 X=CX+D

onde X é a matriz que representa a quantidade total produzida pelos setores, € é a
matriz de consumo dos setores, €X é a matriz que representa a demanda intermedidria dos
setores e D é a matriz que representa a demanda externa. Para melhor compreendé-lo, veja

o exemplo:

Ex.2) Uma economia aberta é composta por trés setores: Moradia, Alimentacao e
Servicos. Apds cuidadoso estudo, verificou-se que a relacdo entre esses setores, em termos
produtivos, pode ser descrita pela tabela abaixo, onde o insumo é dado em unidades

monetdrias ($) necessarias para $1,00 de produto.

Figura 12: Quantidade trocada pelos setores numa economia aberta

Insumo requerido para produzir $1

Moradia Alimentacdo Servicos

S Moradia $0,10 $0,60 $0,40
Q

ac‘i Alimentacao $0,30 $0,20 $0,30
S  Servicos $0,40 $0,10 $0,20

Fonte: Anton e Rorres (2012, p. 90).

Identificacdo de Varidveis a partir da Situacao 2.6.3 (Sugestoes)

O modelo fechado (ilustrado pelo Ex.1) é representado por um sistema linear do tipo
P = EP, cuja matriz de troca E é formada pelos elementos da tabela representada
pela Figura 12, e a matriz (coluna) de precos é P, cujos elementos sao as variaveis x,
y e z que indicam os pregos unitarios dos produtos trocados (peixe, frutas/legumes
e acai) pelos trés colegas de trabalho, respectivamente. O modelo aberto (ilustrado
pelo Ex.2) é representado por um sistema linear do tipo X = CX + D, cuja matriz de
consumo é C; a matriz (coluna) de demanda é D dos setores moradia ($1 930),
alimento ($3 860) e servicos ($790), respectivamente; e X é a matriz (coluna) de
producao total dos setores moradia (x) , alimento (y) e servigos (z).
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22 Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.6.3 (Sugestoes)

No Ex.1, considerando os pregos unitarios dos produtos trocados pelos trés colegas
de trabalho, respectivamente, a fim de garantir uma economia fechada, como seré
expressa a forma matricial (P = EP) para essa economia? Qual o preco unitario
desses trés produtos que da o equilibrio? No Ex.2, qual a matriz de consumo para
essa economia? Sabendo que o setor aberto dessa economia tem uma demanda de
$1 930 de moradia, $3 860 de alimento, e $5 790 de servicos, qual a equacdo de
producao (X = CX + D)? Qual a producao necessaria (X) de cada setor que atende
essa demanda? etc.

3? Etapa: Desenvolvimento do contetado curricular e Resolucao

Observacao: Nesse momento devera ser desenvolvido (autonomia do professor)
o contetdo essencial sobre Equacoes e Sistemas Lineares que atenda as necessidades dos

problemas propostos ...
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Topicos

Desenvolvimento em resumo

Equacgao Linear

Equacao Linear é toda equacao que pode ser escrita na forma
ai1x; + azx,; + asxz + -+ ayx, = b em que:

* a4,a,,4as, ..., A, sao nameros reais denominados coeficientes;
® X1,X,X3, ..., Xy 530 as incognitas;

* b é uma constante real denominada termo independente.

A seguir temos alguns exemplos de equagdes lineares:

Ex1:3x —2y =8

Nesse caso, 3 e -2 sdo os coeficientes, x e y sdo as incognitas e 8
é o termo independente.

Exa: —x +§y +4z—-13w = -7

Nesse caso, -1, 2/5, 4 e -13 sdo os coeficientes, X, y, z e w sdo as

incégnitas e -7 é o termo independente.

As equagdes lineares em que o termo independente é 0 sdo
chamadas de equagdes lineares homogéneas. A equagdo linear
3x — 2y = 0, por exemplo, é homogénea.

Para uma equacdo ser linear, cada termo, a excecdo do
termo independente, deve ser composto por apenas uma
incégnita cujo expoente é 1. Alguns exemplos de equagdes ndo
lineares:

*8x+3xy =3
*5x2—-2y+z=6

« 4x|+,/2y =0

Matriz 3 x 2, isto €, tem 3 linhas e duas colunas.

Exs: C = ”_63 8 utilizando barras duplas (menos comum).

Matriz 2 por 2, isto é, tem 2 linhas e duas colunas.

Indicamos uma matriz por letra maitiscula e seus elementos
por letra mintiscula acompanhados de dois indices: o primeiro
denota a linha a qual o elemento pertence e a segunda a coluna,
conforme ilustrado a seguir:

an alz 313 ali aln
a21 aZZ aZ3 " aZj " aZn
331 asz 333 331. 33n
A= : : : H :
all alZ ai3 ax] am
am] am2 am3 mj amn
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Em notacdo abreviada, essa matriz pode ser escrita de
forma algébrica como:

A=(ay) —oud=(a;)1<i<ml<j<ncomiejeN
Tipos de Matrizes:

Matriz Quadrada: é aquela em que o niimero de linhas é igual
ao ntmero de colunas. Os elementos a;;, tais que i=
j, constituem os elementos da diagonal principal e os
elementos a;j, onde i + j = n + 1, sdo os elementos da diagonal
secundaria.

diagonal secundaria diagonal principal

Matriz Identidade é toda matriz quadrada na qual os
elementos da diagonal principal sdo formados por 1 e os
demais elementos sao nulos.

Matriz Oposta: é a matriz —A, formada por todos os elementos
da matriz A multiplicado por —1.

Matriz Transposta: é a matriz A® obtida pela troca ordenada
das linhas e das colunas de uma matriz A do tipo m x n.

-2 2
s ol

-1 3

Exemplo: Se 4 = [_22 g _31], entdo Af =

Adicao de
matrizes

A soma das matrizes A = (ai j) eB= (bi j) de mesmo tipom xn
é a matriz C= (cij) do tipo mxn em que ¢;; = a;; + b;;,1 <
i <m,1 <j < n.Simbolicamente: A + B = (aij + bl-j).

Exemplo: Dadas as matrizes A e B abaixo.

3 53 =2 1T —4 -
A=12 8 6| B=|7 0 2
1 4 2 3 1 0

A matriz C, resultante da soma de A com B serd encontrada
da seguinte forma:
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341 5+(=4) (=2+(-0) (4 1 -3
2+7 840 (—6)+2 |=| 9 8 —4
143 4+1 2+0 48 2
Propriedades

Dadas as matrizes A, B e C de mesma ordem. Sdo véalidas as
seguintes propriedades:

*sA+B=B+A

*(A+B)+C=A+(B+0)

*A+0=0+ A = A, sendo 0 a matriz nula de mesma ordem
*A+(-A)=(-A)+A=0

Multiplicagao de um ntmero real por uma matriz

Se A é uma matriz m x n, de elementos (ai j) e X é um
namero real, entdo a - A é uma matriz m x n cujos elementos
sdo a - (a;;).

5 8 -1

4 3 6 ), entdo a matriz 2A sera

Exemplo: Sendo A = (
dada por:

25 L8N4)_(m16—j
2(—4) 2-3 2-6 -8 6 12

Propriedades

Sendo a e f nameros reais e A e B matrizes de mesma ordem,
entdo sdo validas as seguintes propriedades:

¢ (a+B)A=aA+pA
* a(A+B)=aA +aB
* a(BA) = (ap)A
c1A=A

Multiplicacdo de
matrizes

Dada uma matriz A = (a;;) do tipo mxn e uma matriz B=
(bij) do tipo mnxp, o produto da matriz A pela matriz B
(notagdo: A - B ou AB) é a matriz C= (c;;) do tipo m x p tal que
o elemento ¢;; é calculado multiplicando-se ordenadamente os
elementos da linha i da matriz A, pelos elementos da coluna j
da matriz B, e somando-se os produtos obtidos.

2 1 7 8 0
Exemplo: Se A=|3 4[e A= [ ], entdo pode ser
5 6 10 5 -2

calculado da seguinte forma:
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2:-7+1-10 2-8+1-5 2:-0+1-(-2) 24 21 2

3-7+4-10 3-8+4-5 3:-0+4-(-2) [T| 61 44 -8
5:7+6:10 5:8+6-:5 5:0+6-(-2) 95 70 -12
Propriedades

Supondo que A, B e C sdo matrizes sejam de tipos tais que as
operagdes abaixo podem ser realizadas, valem as seguintes
prpriedades:

e (A-B)-C=A-(B+C) (Associativa)

e (A+B)-C=A-C+B-C(C (Distributiva a direita em relacao
a adigdo.)

e C-(A+B)=C-A+C-B) (Distributiva a esquerda em
relacdo a adigdo)

Observacoes:

i) A multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa, isto é, em
geral A-B # B - A.

ii) Se A é uma matriz quadrada de ordem n, temos A - I, = I, -
A = A (elemento neutro).

4? Etapa: Aplicacao

Q1. Uma fébrica de refrigerante possui 270 litros de um xarope x1 e 180 litros de um
xarope x2. Cada unidade de um refrigerante A contém 500 ml de x1 e 300 ml de x.
Quantas unidades de A e B, respectivamente, podem ser produzidas se for usado todo
o estoque dos xaropes x1 e x2?

a) 300 e 300 b) 300 e 500 c) 200 e 400 d) 300 e 400 e) 200 e 300

Q2. (Sistema Etapa - Belém / Adaptado) No Mercaddao 2000, trés vendedores
combinaram vender trés espécies de peixe, cada uma delas pelo mesmo preco, e fazer
uma competicdo para ver quem vendia mais peixe pelo preco combinado durante uma
hora. Sabe-se que: o vendedor A vendeu 7 kg de Aracu, 5 kg de Boco, 4 kg de Curimata
e arrecadou R$ 65,00; o vendedor B vendeu 8 kg de Aracu, 7 kg de Bocé e 6 kg de
Curimata e arrecadou R$ 88,00; e o vendedor C vendeu 5 kg de Aracu, 4 kg de Bocg, 3
kg de Curimata e arrecadou R$ 49,00. Quais os pregos, por kg, do Aracu, do Bocé e do
Curimata?
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Q3. (Fuvest) Um senhor feudal construiu um )

fosso, circundado por muros, em volta de seu i 1
, p ,

castelo, conforme a planta abaixo, com uma

ponte para atravessa-lo. Em um certo dia, ele |«

deu uma volta completa no muro externo,

atravessou a ponte e deu uma volta completa no y

muro interno. Esse trajeto foi completado em 5 Y

320 passos. No dia seguinte, ele deu duas voltas ,

completas no muro externo, atravessou a ponte G Srie

e deu uma volta completa no muro interno, completando esse novo trajeto em 8 120

passos. Pode-se concluir que a largura I do fosso, em passo, é:

a)36 b)40 c)44 d)48 e)50

Q4. (Enem) Uma companhia de seguros levantou dados sobre os carros de

determinada cidade e constatou que sdo roubados, em média, 150 carros por ano. O

nimero de carros roubados da marca X é o dobro do ntimero de carros roubados da

marca Y, e as marcas X e Y juntas respondem por cerca de 60% dos carros roubados.

O ntmero esperado de carros roubados da marca Y é:

a)20 b)30 c)40 d)50 e)60

ponte i [
L muro interno

N v©
e

Q5. (UFBA) Um teatro colocou a venda ingressos para um espetaculo, com trés pregos
diferenciados de acordo com a localizagao da poltrona. Esses ingressos, a depender do
preco, apresentavam cores distintas: azul, branco e vermelho. Observando-se quatro
pessoas na fila da bilheteria, constatou-se o seguinte: a primeira comprou 2 ingressos
azuis, 2 brancos e 1 vermelho e gastou R$ 160,00; a segunda comprou 2 ingressos
brancos e 3 vermelhos e gastou R$ 184,00 e a terceira pessoa comprou 3 ingressos
brancos e 2 vermelhos, gastando R$ 176,00. Sabendo-se que a quarta pessoa comprou
apenas 3 ingressos azuis, calcule, em reais, quanto ela gastou.

Q6. (UEL-PR) uma das formas de se enviar uma mensagem secreta é por meio de
c6digos matematicos, seguindo os passos:

1- Tanto o destinatdrio quanto o remetente possuem uma matriz chave C.

2- O destinatario recebe do remetente uma matriz P, tal que MC=P, onde M é matriz
mensagem a ser decodificada.

3- Cada ntimero da matriz M corresponde a uma letra do alfabeto: 1 =a,2 =b,3 =,
e, 23 =12.

4- Consideremos o alfabeto com 23 letras, excluindo as letras k,w e y.

5- O ntimero zero corresponde ao ponto de exclamacao.

6- A mensagem ¢é lida, encontrando a matriz M, fazendo a correspondéncia
numero/letra e ordenando as letras por linhas da matriz conforme segue: m;; my,
Mmq3 My My M3 M3q M3 M33.

Considere as matrizes

1 1 0 2 —-10 1
C= (0 -1 0) eP = <18 38 17)
0 2 1 19 14 O

Com base nos conhecimentos e informacgdes descritas, assinale a alternativa que
apresenta a mensagem que foi enviada por meio da matriz M.
a) Boasorte! b) Boaprova! c) Boatarde! d)Ajudeme! e)Socorro!
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Q7. (Enem) A expressao “Férmula de Young” é utilizada para calcular a dose infantil
de um medicamento, dada a dose do adulto:
idade da crianca

dose da crianca = ( ) - dose do adulto

idade da crianca + 12
Uma enfermeira deve administrar um medicamento X a uma crianga inconsciente, cuja
dosagem de adulto é de 60 mg. A enfermeira ndo consegue descobrir onde esta
registrada a idade da crianca no prontuario, mas identifica que algumas horas antes,
foi administrada a ela uma dose de 14 mg de um medicamento Y, cuja dosagem de
adulto é 42 mg. Sabe-se que a dose da medicacdo Y administrada a crianga estava
correta. Entdo, a enfermeira deverd ministrar uma dosagem medicamento X. em
miligramas, igual a:

a)15 b)20 c)20 d)36 e)40

Q8. (PUC/PR) - Um Batalhdo do Exército resolveu codificar suas mensagens através
da multiplicagdo de matrizes. Primeiramente, associa as letras do alfabeto aos

nuameros, segundo a correspondéncia abaixo considerada:
A[B[CIDJ|E[F|[G[HI[I]] [L[M[NJOJ[P[Q[R][S [T [U[V[WI[X][Y]zZ
T [2[3[4[5]6]7 8 [9]10[11[12]13 141516 |17 |18 |19 |20 |21 |22 23| 24|25

Desta forma, supondo-se que o batalhdo em questao deseja enviar a mensagem “PAZ”.

Pode-se tomar uma matriz 2x2, da forma: [g 'g_, a qual, usando-se a tabela acima,

15 1
25 0

C(chave) = [i i] transmite-se a mensagem “PAZ” através da multiplicacdo das
15 1 [2 3]=[31 47

25 0ll1 2 50 75

nameros 31 47 50 75. Desta forma, utilizando-se a mesma matriz-chave C, a

decodificacdo da mensagem 51 81 9 14 serd compreendida pelo batalhdo como a

transmissao da palavra:

a) FOGO b) AMOR c¢) VIDA d) FUGA

serd dada por: M = [ ] Tomando-se a matriz-chave C para o cédigo, isto é:

matrizes M e C, ou seja: M- C = [ ou através da cadeia de

Q7. (C4/V2/q.11/p.80) Um método que tem sido utilizado por diversas areas do
conhecimento na resolucdo de problemas que envolvem otimizagdo de custos,
atendendo a alguns requisitos, é denominado programacao linear. Em nutricao, por

exemplo, esse método tem sido empregado na elaboracao de dietas que possuam custo
minimo, seguindo determinadas restri¢des. Para exemplificar, considere que um

individuo deva seguir uma dieta alimentar na qual seu lanche da tarde esteja restrito
a leite de soja e uma salada de frutas com cereais. A tabela representa as quantidades
desses nutrientes nos referidos alimentos e suas necessidades para a refeicio em

questao.
Leite de soja Salada de frutas Requisito nutricional
(copo de 200 mL) (porcao de 400 g) minimo
Calcio 240 mg | 180 mg | 270 mg
Vitamina B2 0,3 mg 1,1 mg 0,775 mg
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Sabendo que o custo de um copo de leite de soja (200 mL) é R$ 2,30, e a porcao de
salada de frutas (400 g) é R$ 3,80, denotando x a quantidade de leite de soja (em copos)
e por y a quantidade de salada (em porgdes), a fungdo que representa o custo total
dessa refeigdo é dada por C = 2,3x + 3,8y, denominada funcao objetivo no método de
programacao linear. A finalidade desse método consiste em, a partir das restricdes
apresentadas, obter valores para x e y que tornem minimo o valor da funcao objetivo.
As restri¢des impostas para o lanche sio:

o 240x + 180y = 270 (restricao de cacio)

o 0,3x + 1,1y = 0,775 (restricdo de vitamina B2)

o x=0e y=>0 (as quantidades de leite e salada de frutas ndo podem ser

negativas)

Algumas combinacdes de leite de soja e salada de frutas

&

Desenhorama Estddio

%4 > A &
420 mg de calcio 300 mg de calcio 210 mg de calcio
14 mg de 125 mg de 0,7 mg de vitamina B2
vitamina B2 vitamina B2

Atende ao requisito Atende ao requisito Nao atende ao requisito
nutricional minimo. nutricional minimo. nutricional minimo.

Nao foi levado em consideracdo o custo. Existem outras combinacdes para quantidade

de leite de soja e salada de frutas que atendem ao requisito nutricional minimo.
A solucdo do sistema que resultar no menor valor, quando substituida na fungao
objetivo, representara as quantidades dos alimentos que fornecem o custo minimo da
refeigdo, seguindo as restri¢des impostas pela dieta.
De acordo com o método de programacao linear, o custo minimo dessa refeicdo sera
dado pela resolucdo de um dos seguintes sistemas:
{240x + 180y = 270 {240x + 180y = 270 {y =0

x=0 0,3x +1,1y = 0,775 0,3x + 1,1y = 0,775

A solucdo do sistema que resultar no menor valor, quando substituida na fungao
objetivo, representara as quantidades dos alimentos que fornecem o custo minimo da
refeigdo, seguindo as restri¢des impostas pela dieta.
a) O item que possui os pares ordenados que correspondem as solugdes dos sistemas
lineares na ordem em que foram apresentados é:

H(05) G)e o) m(03) (G2 e o) m(03) (G e o)

b) Qual a quantidade de cada alimento resultara em custo minimo para a refeicao?
c) Interprete geometricamente a solucao dos sistemas.
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CAPITULO 7

CC2.7 - FUNCOES TRIGONOMETRICAS: SENO E
COSSENO




Toépicos do Contetido Objetos de Conhecimento | Competéncia | Habilidade
e Fungdes periddicas: defini¢ao |*® Conhecimentos Cc2 H7, HS,
e propriedades geometr_lcos c5 H19, H20,
e Estudo da fungdo seno e Conhecimentos H21, H22,
e Estudo da funcado cosseno algébricos H23

> Situacdo 2.7.1: Como estd sua pressdo arterial?

1% Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(SMOLE; DINIZ, 2016b, p. 9 e 67). Muitos diagnésticos em medicina sao obtidos
pela monitoracdo de sinais vitais do paciente, como a pressdo arterial, ou seja, a pressao
nas paredes dos vasos sanguineos. Uma pessoa em repouso pode ter sua pressao sanguinea

descrita (modelada) por um grafico (figura abaixo) que mostra um comportamento ciclico.

‘ Modelo 22 P (mmHg) 4

1204

100

80

0 0,35 0.7 1,05 14 1,75 21  t(segundo)
Fonte: Smole e Diniz (2016b, p. 9).

De acordo com as informacdes apresentadas no grafico, esse fendmeno (pressao

sanguinea no decorrer do tempo) pode ser expresso por uma funcao trigonométrica do tipo:

| Modelo 23 P(t) = D + Acos[B(t — C)]

em que 4, B, C e D sao constantes reais.

Identificacao de Variaveis a partir da Situacao 2.7.1 (Sugestoes)

A pressdo sanguinea (em mmHg) de uma pessoa em repouso é representada pela
varidvel P e o tempo em que é medido essa pressdao serd indicada por t (em
segundos).
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2?2 Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.7.1 (Sugestoes)

A pressao indicada no gréfico obedece a um ciclo, sendo que cada ciclo completo
equivale a um batimento cardiaco. Em quanto tempo (periodo p) ocorre esse ciclo?

Qual a frequéncia F (definida por 1—1,) cardiaca do individuo avaliado? O que

representam as constantes reais A, B, C e D no Modelo 23? Qual a maior e a menor
pressdo apresentada no grafico (Modelo 22)? A pressdao desse individuo é
considerada boa? Como modelar, por meio de uma funcao trigonométrica (Modelo
23), aregularidade retratada pelos dados apresentados no grafico (Modelo 22)? Que
tipo de grafico é esse? etc.

> Situacdo 2.7.2: Fenémeno das marés
12 Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(DANTE, 2016b, p. 50; IEZZI et al., 2016b, p. 44 e 64). Os movimentos periédicos de
elevacdo e abaixamento da superficie de oceanos, mares e lagos sdo provocados pela forca
gravitacional da Lua e do Sol sobre a Terra. As marés ocorrem em intervalos regulares de 6
horas e 12 minutos. Portanto, a cada 24 horas e 48 minutos, o mar sobe e desce duas vezes,
constituindo o fluxo e refluxo das 4guas. A medida que a Terra gira, outras regides passam
a sofrer elevacdes, como se a subida de nivel se deslocasse, seguindo a Lua. No lado oposto
da Terra da-se o mesmo fendémeno: as dguas também se erguem, de forma que uma elevagao
compensa a outra. Assim, nas regides da costa, essas elevagdes das dguas correspondem as
marés altas. Enquanto o nivel das dguas sobe em dois lados opostos na Terra, em outras
duas regides do globo (também diametralmente opostas) ele desce: é a maré baixa.

Figura 13: Esquema do movimento das marés

Maré Baixa .
-Atragao

Maré Alta * : gravitacional
. . . . do Sol

*

Maré Alta

Atragéo o Maré Baixa
gravitacional

da Lua

Fonte: http:/ /astronomiatrabalhosaoluiz.blogspot.com/2015/03/ efeito-da-lua-na-terra-efeito-das-mares.
html.
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Na tabela abaixo, constam as previsdes para a maré alta e para a maré baixa durante

trés dias consecutivos de maio de 2015, para o porto de IThéus, no sul do Estado da Bahia.

| Modelo 24 Latitude: 14°46,8S Longitude: 39°01,6W  Fuso: +03 Ano: 2015
Instituicao: DHN 40 Componentes  Nivel Médio: 1,12 m  Carta: 01201
Hora Altura (m)

SAB 3 h 41 min 2,0

4/5/2015 9h 51 min 0,2

16 h 02 min 27

22 h 06 min 0,2

4 h 09 min 2,0

10 h 21 min 0,2

16 h 38 min 2,0

22 h 43 min 0,2

4 h 47 min 2,0

10 h 56 min 0,2

17 h 09 min 2,0

23 h 15 min 0,3

Fonte: lezzi et al. (2016b, p. 44).

Com base nos dados dessa tabela (Modelo 24), observa-se que: As marés altas e as
baixas ocorrem de 12 em 12 horas, aproximadamente; As alturas da maré alta praticamen-
te se repetem de 12 em 12 horas: com apenas uma excecao, todas as alturas previstas para
a maré alta medem 2,0 m; As alturas da maré baixa praticamente se repetem de 12 em 12

horas: com apenas uma excecdo, todas as alturas previstas para a maré baixa medem 0,2 m.

O fendmeno descrito caracteriza-se pela repeticao em intervalos de tempo aproxi-
madamente iguais. E chamado fenémeno ou movimento periédico, o qual pode ser descrito
(modelado), de maneira aproximada, por modelos matematicos que envolvem, geralmente,
fungdes trigonométricas do tipo ¥ = D + Asen[B(x— C)Jouy = D + Acos[B(x — C)] em que

A, B, C e D sdo constantes reais.
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22 Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.7.2 (Sugestoes)

Considerando que a tabela (Modelo 24) representa uma fungao do tipo seno ou
cosseno (y =D + Asen[B(x — C)] ou y = D + Acos[B(x — C)]), onde y indica a
altura da maré (em metros) e x, o tempo (em horas), qual o dominio dessa funcao?
E a imagem? Fazendo algumas simplificacdes, que fun¢do poderia modelar esse
fendmeno? Ha somente uma maneira de fazer essa modelacao? Que simplificagdes
podem ser feitas para facilitar a modelacdo do fendmeno? Em quanto tempo
(periodo) ocorre um ciclo completo desse fendmeno? etc.

> Situacdo 2.7.3: Produtos sazonais
1? Etapa: Apresentacao da situacao-problema

(ENEM - 2015.1, Q. 180). Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica
(IBGE), produtos sazonais sdo aqueles que apresentam ciclos bem definidos de producao,
consumo e preco. A figura abaixo (Figura 14) mostra alguns produtos sazonais em

determinada regiao.

Figura 14: Produtos sazonais - frutas e hortaligas

HORTALICAS

JANETRO - MARCO

- ABOBORA :

~ BERINJELA I8

- CHUCHU =iz MY
CHUC _ QUIABO

- COUVE L
g VAGEM /

ABRIL - JUNHO

JANEIRO - MARCO

- ABACATE - LIMAO - MELAO
- BANANA-PRATA - MAGA - PERA

- CAQUI - MAN - UVA

- FIGO - MARACUJA

- FRUTA-DO-CONDE - MELANCIA

ABACATE GOIABA - MARACUJA - ABOBORA _ BROCOLIS
BANANA-D'AGUA LIMAQ TANGERINA - AGRIAO - CLICORIA
- BANANA-MAGA - LARANJA - MANDIOCA (AIPIMY |y AME
= EOC0 MACA - BATATA-DOCE ~ MiLHO
- FRUTA-DO-CONDE MAMAO ‘ - JILO _ NABO

JULHO - SETEMBRO

- ABOBORA - BATATA-BAROA - CHUCHU

- ABOBRINHA - BETERRABA - COUVE

- AGRIAO - BROCOLIS - COUVE-FLOR
- MANDIOCA (AIPIM) - CENOURA - ESPINAFRE

- ALFACE - CHICORIA - MOSTARDA

OUTUBRO - DEZEMBRO

JULHO - SETEMBRO
- ABACATE - LARANJA-LIMA
- MELAQO
- MELANCIA

- GOIABA - MORANGO
- JABOTICABA ~ TANGERINA

OUTUBRO - DEZEMBRO

- BANANA-PRATA - MAMAO - ABOBRINHA - BROCOLIS - PEPINO
- GOIABA - MELANCIA - AGRIAO - CENOURA - QUIABO
LARANJA-NATAL MELAO - ALFACE - COUVE - VAGEM

LARANJA-PERA UVA - BATATA - ESPINAFRE b
- MANGA - BETERRABA - INHAME

Fonte: http:/ /nutrijr.com/sazonalidade/.

Resumidamente, existem épocas do ano em que a sua disponibilidade nos mercados
varejistas ora é escassa, com precos elevados, ora é abundante, com precos mais baixos, o que

ocorre no més de produgdo maxima da safra. A partir de uma série histérica, observou-se
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que o preco P (em reais) do quilograma de um certo produto sazonal pode ser modelado

pela funcao:

|Modelo 25 P(x) = 8+ 5cos [% (x = 1)]

onde x representa o més do ano, sendo x = 1 associado ao més de janeiro, x = 2 ao

meés de fevereiro, e assim sucessivamente, até x = 12 associado ao més de dezembro.

Identificacao de Varidveis a partir da Situacao 2.7.3 (Sugestoes)

O preco (em reais) do quilograma de certo produto sazonal é representado pela
variavel P, o qual depende (esta em fungdo) do més do ano, indicado por x, em que
esse produto esta disponivel.

2? Etapa: Exploracao e interpretacao

Possiveis questdes a partir da Situacao 2.7.3 (Sugestdes)

Baseado nessa expressao (Modelo 25), em qual més houve a produgdo maxima?
Qual o preco do produto sazonal nesse més? E a minima? Qual o preco do produto
sazonal nesse més? Percebe-se que a funcao acima (Modelo 25) é do tipoy = D +
Acos[B(x — €)]. Quais os valores de A, B, C e D? O que representam essas
constantes? Como seria um esbogo do gréfico dessa fungao? etc.

3? Etapa: Desenvolvimento do contetado curricular e Resolucao

Observacao: Nesse momento devera ser desenvolvido (autonomia do professor) o
contetido essencial sobre Funcoes Trigonométricas que atenda as necessidades dos problemas

propostos ...
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Topicos

Desenvolvimento em resumo

Ciclo
Trigonométrico

Ciclo trigonométrico é toda circunferéncia orientada de raio
unitario cujo centro estd localizado na origem de um plano
cartesiano.

Considere um arco AP de medida @ no primeiro quadrante do
Ciclo Trigonométrico. Utilizando o que se sabe da trigonometria
dos tridngulos retangulos (Lembrete) para analisar o tridngulo
OPC, temos:

.......

Ou seja, o seno de a corresponde a ordenada do ponto P e o

cosseno de «, a abscissa de P. Com essa conclusdo, podemos
definir seno e cosseno para qualquer arco do Ciclo Trigonométrico.

Para todo arco AP, de medida a rad, com 0 < a < 2m, temos:

4 eixo dos
senos

P
1/
\ o i A
oO—— eixo dos
cos o Cossenos

e seno de a € a ordenada do ponto P;
e cosseno de a é a abscissa do ponto P.

Por isso podemos chamar o eixo das ordenadas de eixo dos senos
e o eixo das abscissas de eixo dos cossenos.

Lembrete:
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. =b . - b
tg o . cos B -

Il

oo

® sen o

® coso= -senB=§ -tg|3=%

oA

Obs: Uma volta completa em um Ciclo Trigonométrico mede 27
rad ou 360°.

T 3
Ex1: Obter o seno e o cosseno de 0, > T e 21T.

Vamos representar essas medidas no Ciclo Trigonométrico:

4 eixo dos senos
T
2
1
T 0 R
Of———2n eixodos
1 COSsenos
3n
2

Como o raio vale 1, concluimos que:

sen) =senmt =0 cosO=cos2m=1
T T
sen—-=1 cos—=0
2 2
senT =0 cosTt =0
3T 3
sen— = —1 cos— =20
2 2

Ex»: Obter o seno e o cosseno de 150°.

Vamos determinar por simetria esses valores. A figura mostra que
150° tem seu correspondente no 1° quadrante com 30°.
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4 eixo dos
senos
150 ... L . 30°
i Er '
(0] eixo dos
€OSsenos

E sabido que, em um triangulo retangulo, é possivel determinar o
seno e cosseno para angulos notaveis e cujos valores sdo:

o ' o ‘ o R
30°ou _6 45° ou = 60° ou 3
1 \/2_ \/’g
se“‘ 2 2 2
| V3 2 1
B 2 2

Depois, podemos observar que:

e sen150° é positivo e tem o mesmo valor que sen 30°;
e 05 150° é negativo e vale o oposto do cos 30°.

Como sabemos os valores para 30°, concluimos que:

sen 150° = sen30° = >

V3
cos 150° = —cos 30° = -

Podemos aplicar raciocinio similar a arcos de outros quadrantes.
Tangente de um arco

Considere um arco AP no Ciclo Trigonométrico de medida a do 1°
quadrante e a reta perpendicular ao eixo das abscissas pelo ponto
A. Prolongando o segmento OP, obtemos na reta vertical o ponto
T.Utilizando o que se sabe da trigonometria dos tridngulos
retangulos (Lembrete) e analisando a figura temos:
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y T
P
1
O JA
(o}
) _AT_AT_AT
ana—OA— 1 =

Nestas condi¢des, podemos observar que a tangente de «a
corresponde a ordenada do ponto T.

. ) 3
Para todo arco AP de medida a rad, com 0 < a < 21 eg *a+ 7”, onde
T é o ponto de intersecgdo da reta OP com o eixo das abscissas, temos:

4 \ eixo das
tangentes
T

tga

[
\|

A tangente de a é a ordenada do ponto T.

Funcao Seno

A funcao seno é funcao f: R — R que associa cada namero real x
ao numero real sen x, ou seja f(x) = senx.

Seja P a extremidade de um arco no Ciclo Trigonométrico
correspondente ao numero real x. Considerando a projecdo
ortogonal de P no eixo vertical, a ordenada do ponto P é o seno do
arco de medida x.
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) S
sen x X
NVA
Considerando alguns valores conhecidos para os quais podemos
obter os valores de seno, podemos construir a seguinte tabela:

o | = | = | 3¢ 5| 3m | 7mo |

X 4 2 4 L 4 2 4 &
2 2 N2 | _N2

senx | 0O 5 1 5 0 5 1 £ 0

Assim, o grafico da funcao seno tem o seguinte formato:

+sen x

Caracteristicas

Por defini¢do, o dominio e o contradominio da fun¢do seno sao
iguais a R. Pelo seu grafico, chamado senoide, observamos ainda
que a fungdo seno:

® ordenada maxima

@ ordenada minima

} amplitude

e ¢ periddica, de periodo igual a 2m (a curva se repete a cada
intervalo de 2m);

e ¢ limitada, pois os valores de senx estdo no intervalo de
[-1,1], logo, seu conjunto imagem é Im = [-1,1];
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e tem amplitude (metade da diferenca entre as ordenadas
maxima e minima dos pontos do grafico) igual a 1.

Funcao
Cosseno

A funcao cosseno é funcgdo f: R — R que associa cada ntimero real
x ao nimero real sen x, ou seja f(x) = cosx.

Seja P a extremidade de um arco no Ciclo Trigonométrico
correspondente ao ntmero real x. Considerando a projecdo
ortogonal de P no eixo horizontal, a abscissa do ponto P é o
cosseno do arco de medida x.

Considerando alguns valores conhecidos para os quais podemos
obter os valores de seno, podemos construir a seguinte tabela:

o | 2| 2 | 3 St | 3n | 7mo|

X 4 2 4 * 4 2 4 "
. N2 N2 | g | _AN2 2

cos x 1 5 0 5 1 5 0 5 1

Assim, o grafico da funcdo cosseno tem o seguinte formato:

4 cos x

El

n ;27t

0 i In
: 4
_ﬁ < »
2 p=2n

Caracteristicas

Por definicao, o dominio e o contradominio da funcao cosseno sao
iguais a R. Pelo seu gréfico, observamos ainda que a funcao
Cosseno:

e ¢ periddica, de periodo igual a 2m (a curva se repete a cada
intervalo de 2m);

e ¢ limitada, pois os valores de cosx estdo no intervalo de
[-1, 1], logo, seu conjunto imagem é Im = [—1,1];

e tem amplitude igual a 1.
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4? Etapa: Aplicacao
CC2.7 - Questdes de Aplicacao (sugestao)

Q1. (C6/V.2/q.9/p. 44 - Adaptado) O lago do Papucu estd localizado dentro do
perimetro urbano da cidade de Santarém no oeste do estado do Para. A Universidade
Federal do Oeste do Pard (UFOPA) realizou um estudo e descobriu que no lago a
massa de algas, medida em quilograma, varia de maneira periédica conforme a fungao

m(t) = 4.500 + 3.400 - senZ—; ,em que t é o tempo, em dias, a partir de 1° de janeiro de
cada ano. Entre ocorréncias sucessivas de massa maxima ( kg) e minima ( kg) de
algas nesse lago, passam-se  dias. A alternativa que corresponde ao preenchimento

das lacunas em cinza é:
a) 4.500; 3.400; 60  ¢) 7.900; 1.100; 60

b) 4.500; 3.400; =  d) 7.900; 1.100; 120

Q2. Em uma regiao de Floresta Amazonica,
o numero de ongas e de capivaras tende a
variar periodicamente com o tempo.
Considere que nessa regido as ongas sao os
predadores, as capivaras sdo suas presas
preferidas e que a populacao de capivaras
tenha variado de acordo com a funcao
dada por:

mt
C(t) =850 + 400 - sen (Z)

em que o tempo t é medido, em ano, a partir de janeiro de 2000 (t = 0).

a) Quantas capivaras havia em janeiro de 2016?

b) Qual serd a populacdo minima de capivaras atingida nessa regido para o decénio
2025 - 2035 e em qual ano isso ocorrera?

c) Qual sera a populacdo méxima de capivaras atingida nessa regiao para o decénio
2025 - 2035 e em qual ano isso ocorrera?

7 (Foto: Zig Koch / conexaoplaneta.org.com)

Q3. (C5/V.2/q.1/p.124) No plano cartesiano
xOy, em que a unidade adotada nos eixos Ox
e Oy é o metro, um arquiteto projetou uma
calcada a ser construida na orla reta de uma h
praia. No piso serdo desenhadas ondas
representadas entre os graficos das fungoes
f(x)=4-senx e g(x)=3+4-senx. O A
grafico de f tangenciara uma margem da calcada, e o de g tangenciara a outra margem,
conforme mostra a figura. Calcule a largura h da calcada, em metro.

Q4. (Enem) Um satélite de telecomunicagdes, t minutos apods ter atingido sua 6rbita,
esta a r quilometros de distancia do centro da Terra. Quando r assume seus valores
méaximo e minimo, diz-se que o satélite atingiu o apogeu e o perigeu, respectivamente.
Suponha que, para esse satélite, o valor de r em funcao de t seja dado por:
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5.865
r(t) =
1+ 0,15 - cos (0,06t)
Um cientista monitora o movimento desse satélite para controlar o seu afastamento do
centro da Terra. Para isso, ele precisa calcular a soma dos valores de r, no apogeu e no
perigeu, representada por S. O cientista deveria concluir que, periodicamente, S atinge
o valor de:

a) 12765 km b) 12 000 km ¢) 11 730 km d) 10 965 km e) 5 865 km

Q5. (C2/V.2/q12/p.54 - Adaptado)
O Parque Santa Cruz costuma se
instalar na cidade de Santarém no
oeste paraense em todo o més de
setembro. Dentre  os  varios
brinquedos disponiveis, destaca-se a
roda-gigante que fica bem visivel aos
seus frequentadores tanto pela
grande quantidade de luzes em sua L B

armagcao, quanto pela sua altura. Foto: Divulgacao Santa Cruz Center Park
Um estudo feito por alunos da Escola Terezinha de Jesus Rodrigues, colégio préximo
ao local de instalacdo do parque, constatou que a altura h (em metros) em que um
passageiro da roda-gigante se encontra num instante t (em segundos) é dada pela lei:

h(t) =6+ 4-sen (% . t), para todo t € [0,270]
a) No inicio do passeio, a que altura se encontra o passageiro?
b) A que altura se encontra o passageiro ap6s 9 s do inicio?
) Qual é a altura minima que esse passageiro atinge no passeio?

d) Qual é o tempo necessério para a roda-gigante dar uma volta completa?
e) Quantas voltas completas ocorrem no passeio?

Q.6 (C6/V.2/q.3/p.44) A variacdo da pressao sanguinea P, em milimetros de
merctrio, de uma pessoa em funcao do tempo t, em segundos, pode ser modelada por
uma funcao trigonométrica representada abaixo, em que cada ciclo completo (periodo)
equivale a um batimento cardiaco.

P(mmHg)4
120

100

80

R

0375 0,75 1,125 15 1,875 225 t(s)

Entdo, o intervalo de um batimento cardiaco é aproximadamente:
a)80s b)120 s c) 0,335 s d)0,75s
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